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Einleitung. 

Der Zweck vorliegender Arbeit ist es, die Frage zu be- 
handeln : 

„Welches sind diejenigen Geometrieen, die die 

Eigenschaft haben, dass bei ihnen die Graden die 

kürzesten Linien sind?^ 
Ausser der elementaren Euclid'schen Geometrie gehören hierher 
auch die verschiedenen sogenannten nichteuclidischen Geometrieen, 
die, wie Herr Klein^) zuerst zeigte, auf der Grundlage einer 
projectiven Geometrie durch Einführung einer geeigneten Mass- 
bestimmung realisiert werden können. Dann stellte Herr Hu- 
bert*) in einem an Herrn Klein gerichteten Briefe eine allge- 
meinere Geometrie auf, deren Massbestimmung so beschaffen ist, 
dass die Grade Kürzeste bleibt. Ausserdem machte Herr Min- 
kowski in seiner „Geometrie der Zahlen" (Leipzig 1896) mit 
einem andern Typus dieser Art von Geometrieen bekannt. 

Es scheint deshalb die Frage nach der allgemeinsten Geo- 
metrie dieser Art wohl an sich schon berechtigt zu sein'). 

Welche Axiome der gewöhnlichen Geometrie durch die an die 
Spitze gestellte Forderung ersetzt werden sollen, wird aus § 1 
klar hervorgehen. 

Die aufgeworfene Frage bietet aber noch ein weiteres Inter- 
esse, indem sie einen Specialfall dessen bildet, was ich das „Um- 
kehrungsproblem der Variationsrechnung" nennen 
möchte: 



1) Math. Annalen, Bd. 4: „üeber die sogenannte NichtpEaclidische Geometrie.'^ 

2) Math. Annalen, Bd. 84 : „Ueber die gerade Linie als kürzeste Verbindung 
zweier Punkte." 

3) Vergleiche dazu: Hubert, „Mathematische Probleme ; Vortrag, gehalten 
auf dem internationalen Mathematiker-Congress Paris 1900" p. 15. Darboux, 
„Lefons sur la thdorie gän^rale des surfaces" Bd. III. Paris 1894. p. 64. 
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„Gegeben ist eine gewisse Differentialgleichnng ; gesacht ist 
ein Variationsproblem , zu dem die Differentialgleichung als La- 
grange'sche Gleichung gehört." 

Eine solche Frage wurde wohl zuerst in der Mechanik im 
Anschluss an das Hamilton'sche Frincip aufgeworfen. Helm- 
holtz^) gab zuerst gewisse Resultate, die dann Herr A. Mayer*) 
verificierte. Doch ist hier , wo es sich um Systeme von Diffe- 
rentialgleichungen handelt, die Frage nur so gelöst worden, dass 
man die Bedingungen angab , unter denen jede der vorgelegten 
Differentialgleichungen mit je einer der Lagrange'schen Glei- 
chungen identisch ist, aber nicht die Möglichkeit der Combination 
der gegebenen Differentialgleichungen berücksichtigte. 

Für den Specialfall, dass nur eine Differentialgleichung vor- 
liegt, der dann aber in anderer Hinsicht sehr verallgemeinert 
wurde, gaben Lösungen des Problems die Herren Königsberger') 
und Böhm*); in besonders eleganter Weise aber Herr Hirsch*). 
Doch ist die Frage in keinem Falle über das rein Formale hin- 
aus verfolgt worden ; andere Bedingungen der Variationsrechnung 
als die Lagrange'schen sind nie erörtert worden. 

Es soll nun gerade hier in dem angekündigten 
Specialfalle das Schwergewicht auf die Erörterung 
der hinreichenden Bedingungen der Variations- 
rechnung gelegt werden. 

Das Umkehrungsproblem besitzt abgesehen von seiner Wichtig- 
keit für Mechanik und Geometrie noch besonders das Interesse, 
dass es Aufschluss giebt über den Machtbereich der Variations- 
rechnung, eine Frage, die namentlich jetzt von einer gewissen 
Wichtigkeit sein dürfte*). 

Es mag daher ausser von geometrischer Seite das vorgelegte 
Problem auch als ein solches der Variationsrechnung betrachtet 
werden; die Demonstration wird sich daher auch nach einem 
kurzen Hinweis auf den axiomatischen Aufbau der Geometrie 
hauptsächlich der Methoden der Variationsrechnung bedienen, die 
denn auch im Folgenden als bekannt vorausgesetzt werden sollen. 

Dazu vergleiche man das „Lehrbuch der Variationsrechnung" 



1) Crellea Journal, Bd. 100. 

2) S&chsische Berichte 1896, p. 619. 

3) Beriiner Berichte 1896 II.; Grelles Journal 121, p. 141. 

4) Grelles Joarnal 121, p. 124. 

5) Math. Annalen Bd. 49, p. 49 und Bd. 50, p. 429. 

6) Hubert, „Probleme" p. 36, 89. 
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von Eneser, Brannscliweig 1900; ausserdem Zermelo: „Unter- 
suchungen über Variationsrechnung^ Berlin 1894 ; sowie die neuer- 
dings erschienene Abhandlang von Osgood in den Annais of 
Mathematics, second series, vol. 2, No. 3^ 1901. 



Kapitel L Die Geometrieen in dw Ebene. 

§ 1. Die Axiome der projeotiven Oeometrie. 

Wohl zuerst hat Archimedes ^) das Postulat aufgestellt, dass 
die Grade die kürzeste Linie zwischen zwei Puncten sei. Andere 
haben dann, Archimedes missverstehend, diese Eigenschaft als De- 
finition der Graden hingestellt*). 

Auch ausserhalb des engen Kreises der Mathematiker hat 
gerade dieser Gedanke stets viele Freunde gehabt; so spricht 
Kant mit Vorliebe von der Graden als der Kürzesten („Kritik 
der reinen Vernunft. " Einleitung Abschnitt V). In seiner Be- 
hauptung aber, dass der Satz: ;,die Grade ist die Kürzeste", ein 
synthetisches Urteil darstelle, sowie in den weiteren Bemerkungen 
hierzu scheint mir deutlich der Hinweis darauf zu liegen, dass 
auch Kant herausfählte , die Definition der Graden als der Kür- 
zesten sei nicht zulässig. 

Später sind dann von Mathematikern die schwerwiegendsten 
Gründe gegen eine solche Definition erhoben worden'). 

Gleichwohl scheint mir das Axiom : die Grade ist die kürzeste 
Verbindung zweier Puncte, als Fundamentalaxiom der Massbe- 
stimmung sehr wohl denkbar, nachdem Grade und Punct ander- 
weitig definiert sind. 

Es soll der Gedajike eines derartigen Aufbaues der Geometrie 
hier nur kurz skizziert werden, da die Einzelheiten sämtlich in 
der Litteratur vorliegen*). 

1) „Ils^t 4f<pat^ag hui %vXiv9iiov^^ Aafitßavoitsvov a\ 

2) Gommentar des Arabers Aoaritios zu Euclids Werken p. 6 in der Aus- 
gabe von CnrtEe. Daza vergleidie: Honel, „Essai critiqae sor les principes 
fondamentaaz de la g^ometrie", Paris 1882 Note IV p. 74. Veronese, „Qrond- 
züge der Oeometrie", Anhang p. 635. 

3) Hoaei und Veronese 1. o. 

4) Klein, Math. Annalen Bd. 4, 6, 7. Hilbert, „Grundlagen der Geo* 
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Legen wir etwa die Axiome zn G-mnde, die Herr Hubert 
in seinen üntersnchongen über die G-rundlagen der G-eometrie an 
die Spitze gestellt hat : Die Axiome der Verknüpfung, der Anord- 
nung, das Parallelenaxiom, die Congraenzaxiome nnd das Archi- 
medische Axiom. 

Wir teilen diese in zwei Gruppen: 

I) Axiome, die der Geometrie der Lage angehören: 
Axiome der Verknüpfong und der Anordnung. Dazu nehmen 

wir statt des Farallelenaxioms das Axiom: Je zwei Geraden 
schneiden sich in einem und nur einem Puncte. Ausserdem ziehen 
wir das folgende Stetigkeitsaxiom, oder besser gesagt Axiom der 
Vollständigkeit hinzu, etwa in der Fassung des Herrn Klein 
(Math. Annalen VI p. 136): 

„Man darf einen Funct, der durch einen konvergenten unend- 
lichen Process erzeugt werden soll, als wirklich existierend an- 
nehmen" ^). 

Sobald wir uns auf die Ebene beschränken, ist noch der De- 
sarguessche Satz als Axiom zuzufügen^). 

II) Axiome, die der Massbestimmung eigen sind: 
Congraenzaxiome , Archimedisches Axiom in seiner ursprüng- 
lichen Fassung'). 

Hierzu sind noch folgende Bemerkungen zu machen: 

1) Die Abänderung des Parallelenaxioms, d. h. die Adjunction 
der „unendlich fernen" Graden, verlangt eine genauere Definition 
des Begrifi'es „zwischen" (Hilbert, 1. c. p. 6). Wir führen ge- 
rade wie Herr Dehn*) eine „Normalebene", resp. in der Ebene 
eine „Normalgrade" ein, um dann den Begriff „zwischen" genau 
so festzulegen wie Herr Dehn (1. c. p. 407). 

2) Nachdem auf Grund der Axiome der ersten Gruppe allein 
eine projective Geometrie eingeführt ist, soll keineswegs gesagt 
sein, dass alle Elemente derselben auch zur Construction der fol- 
genden Geometrie verwendet werden sollen. Wir schlagen hier 
einen Weg ein, der dem der meisten Autoren entgegengesetzt ist: 



metrie/' Festschrift 1899. Fiedler, Darstellende Qeometrie, Bd. III. Dar- 
boux, Math. AnnaleD, Bd. 17 p. 68. Schur, Math. Annalen, Bd. 18 a. a. 
Ausserdem als Grundlage: Mob ins, Barycentrischer Calcul II. Cap. 6. 

1) cf. Yeronese, 1. c. p. C52, 663. 

2) Hilbert, Grundlagen, Gap. V. Klein, Math. Annalen VI, p. 146. 

3) Archimedes 1. c. Auft^ßavoikBvov t\ Enclides Buch V, Definition 4. Hil- 
bert, Grundlagen. 

4) „Die Legendre*8chen S&tze über die Winkelsnmme im Dreieck**, Math. 
Annalen 63. 
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wäbrend diese zn einer vSllig bestimmten Geometrie nneigeniliche 
(ideale) Elemente hinzufügen, am das Erftilltsein der Axiome der 
ersten Gruppe zu erreichen, wollen wir erst später die eventuell 
vorhandenen uneigentlichen Elemente ausscheiden, nämlich durch 
Einführung einer geeigneten Massbestimmung (der Begriffe der 
Länge und damit auch der Congruenz) ^). Eigentliche und un- 
eigentliche Elemente sind also noch völlig ununterschieden. 

Behalten wir also zunächst nur die Axiome der 
ersten Gruppe bei. 

Dieselben gestatten uns, den Puncten der Ebene 
ein Zahlentripel zuzuordnen der Art, dass der Punct 
durch die Verhältnisse dieser dreiZahlen, dieGrade 
aber durch je eine homogene lineare Gleichung zwi- 
schen den dreien dargestellt wird*). 

Doch soll diese Einführung eines Zahlensystems nur zur Cha- 
racterisierung der Puncte und Graden dienen, also eine Art ma- 
thematisch-logische Namengebung darstellen; keines- 
wegs aber soll damit die Länge einer Strecke oder sonst eine 
Grösse definiert werden. Eigentliche und uneigentliche Elemente 
bleiben nach wie vor ununterschieden. 

Im Räume werden die Puncte durch Zahlenquadrupel, die 
Ebenen durch eine, die Graden durch zwei lineare homogene Glei- 
chungen dargestellt. 

Das Zahlentripel der Ebene werde durch x, y, t bezeichnet, 
die Graden x = 0, y = seien die Coordinatenaxen, der Punct 
X = Oj y = heisse der Anfangspunct 0. Dieselben können noch 
in mannigfaltiger Weise willkürlich gewählt werden. Die Normal- 
grade, die dazu gedient hat, den Begriff „zwischen" zu präcisieren, 
sei durch ^ = bestimmt, eine vierte noch willkürlich zu wäh- 
lende Grade sei characterisiert durch die Gleichung ic+y + ^ = 0; 
es ist die sogenannte ;, Einheitsgrade **. Die Grade ^ = heisse 
auch die „unendlich feme*^ Grade. 

Statt des Tripels x, y, t werden wir meistens —, -^ als Coor- 

dinatenpaare betrachten und diese mit x, y bezeichnen; :;e = oo, 
y = oo bezeichnet jetzt die ;, unendlich ferne" Grade. 

Schliessen wir zunächst diese sowie die Graden x = constans 



1) Vergleiche Dehn 1. c. ; Schar, Math. Ano. 39. 

2) Klein I.e.; Hubert, „Grundlagen" Cap.YI, V; Veronese Lc, dann 
Fiedler, Yierteljahrsschrift der nat. Ges. Zürich XV. 2. (1871). 
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aofl^ 80 erhalten wir offenbar alle andern darge* 
stellt durch die Differentialgleichung^^ = 0. 

Die Berechtigung zu der Differentialbetrachtong giebt das 
Axiom der Vollständigkeit. 

Nachher aber können durch üebereinkunft die anfangs 
ausgeschlossenen Fälle wieder aufgenommen werden. 

Denn ans -^ = folgt -^ = const. Nehmen wir diese Kon- 
(tx dx 

/7/r 

stante gleich c», so folgt -y— ^ 0, also x = const. Aus 

-^ :=z p :=z const folgt abor y = px + b. Nehmen wir 6 = oo, 

so erhalten wir die unendlich ferne Grade. Die anfangs ausge- 
schlossenen Fälle sind damit alle wieder aufgenommen. 

Der Begriff der Curve kann jetzt in üblicher Weise einge- 
führt werden; ebenso die andern rein geometrischen, von aller 
Massbestimmung freien Begriffe , z. B. der Begriff der „Strecke" 
als eines beiderseitig begrenzten Abschnittes einer Graden. 



§ 2. Die Axiome der Massbestimmimg. 

Erst jetzt führen wir den Begriff ;,Länge« oder ;,Entfer- 

nung** ein. 

Wir wollen uns dabei zunächst vollständig auf eine Ebene 

beschränken. 

Wir definieren: 

1) Die Länge der Strecke vom Puncto 1: {x^j y,) bis zum 
Puncto 2: (a:„ y,) sei einiB positive Function F{x^, y,; a;,, y,), die 
für gewisse Punctepaare der Ebene definiert sei. In ihrem De- 
finitionsbereiche sei diese Function im Allgemeinen endlich, stetig 
und differentiierbar ^). 

Bemerkxmg: Es braucht keineswegs 

F{x„ y,; X,, y.) = F{x„ y,; x,, y.) 

zu sein! 

2) Wenn drei Puncto 1, 2, 3 in dieser Reihenfolge auf einer 

Graden liegen, so sei stets 

F{^i, Vi] a?„ yj = F{x,, y,; a?,, y,)+-F(^„ y,; ^., Vt)- 



1) Ob es TieUeicht möglich ist, di» DifTerentiierbarkeit aus den anderen (auch 
folgenden) Forderoogen za schliessen, mag hier nnerdrtert bleiben. 
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Folgenmg: Es ist sieta Fix^^ y^\ x^^ y,) s 0. Denn man 
braucht nnr in der Forderung 2) (^,, y^ = (x^j y^) su setzen. 

Bezeichnen wir jetzt -^ mit Pj 8o ist i> längs jeder Grraden 
konstant ; es kann F angesehen werden als eine Function f von 
^n Vv «„ P, üidem ja ^f^ = i>, oder y, = P (». - i«?,) + »i ist. 

Die Entfernung l2 auf einer Graden ist dann also /(ar„ y^, j», x^. 
Die Entfernung 23, wo 3 ein Funct in der Nähe von 2 auf 

derselben Graden ist, ist f{x^j y,; p, x^\ es ist aber 13 gleich 

fi^t j l/tj Pi ^s)- -Äiso ist nach der Forderung 2) 

fi^ii y%\ Pj «•) = A^n Vi] Py ^^-fi^iy Vii JP» «f)- 
Da aber f differentiierbar sein soll, so ist 

f{^v tfti Pj ^s) = fi^ij Vi'i Pf ^.) + (^i-^«)r(^i j Vu Pj ^. + ^(^1 -^t)), 

wo <: ^ < 1 ist, und /"' den partiellen Differential^uotienten nach 
der letzten Yariabeln bedeutet. 
Also ist 

f{^t^ »f; Pj a?.) = {^t-^^fi^u 9u Pj X, + (l^d)(x,-X,)). 

Gehen wir zur Grenze aber, d. h. lassen wir 3 nach 2 hinrucken, 
so erhalten wir 

Nun ist aber x^ , y, ein ganz beliebiger Punct auf der Graden ; 
also kann, da die linke Seite von x^, y^ nur in' soweit abhängig 
ist, als x^^ y^ mit o;,, y, zusammen die Grade bestimmt, f nicht 
von iCj, yj explicite abhängen, sondern nur von einer für die Grade 
characteristischen Grösse. Man kann aber die Gleichung der 
Graden im Allgemeinen auf die Form bringen : y = |M? + 6, WO 6 
eine weitere Constante bedeutet; also ist 

r(a?,, y,, JP, «a) = A(P, 6, a?,). 

Mithin ist die Entfernung von einem Puncte 1 nach einem 
Puncte 2 gleich 

— r** 

12 = jÄ(p, 5, x)dx. 



m. 



Dabei ist aber zu bemerken: Bei der ganzen ünter- 
aaehung ist eine bestimmte Richtung vorausgesetzt, ^kehrt maA 
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diese nm , so kann die Function h eine ganz andere werden ; die 
Entfernung 21 kann also lauten: 



.«1 



fh(p, 6, x)dx, 

WO h von Ä verschieden ist. 

Da nun y = px + h. also l = tf—p^t so kann man die als 
Entfernung definierte Grösse auch schreiben 

Xm 

«I 
WO y' = ^ ist. Zur Ausführung der Integration ist allerdings 

wieder y^ = p und y = px+h zu setzen. 

Wir hatten also das Resultat: 

„Wenn einer Strecke ein Richtungssinn erteilt 
ist, lässt sich ihre Länge darstellen als einintegral 
längs dieser Strecke." 

Umgekehrt sind dann die Forderungen 1), 2) von selbst er- 
füllt, falls wir noch voraussetzen, dass 

3) g(y, y', x) eine im Allgemeinen im Definitionsbereiche ste- 
tige und endliche Function sei, von der wir noch weiter voraus- 
setzen wollen, dass sie Diff*erentialquotienten erster und zweiter 
Ordnung nach allen drei Argumenten im Allgemeinen besitzen soll. 

Dass die Function g nicht für beide Richtungen dieselbe zu 
sein braucht, kann auch so ausgedrückt werden: Es soll g eine 
möglicherweise mehrdeutige Function des Arguments y* = p sein, 
sodass, wenn j) sich von j^o ^^s ins positiv Unendliche bewegt und 
dann wieder von — oo nach p^ zurückkehrt, g sich geändert haben 
kann. 

Definition: Wenn g-^ {ds = ydx' + ch/'^-Q) nach einem 

solchen Umlaufe wieder denselben Wert erhalten hat, wollen wir 
sagen, das „starke Monodromieaxiom'' sei erfüllt. 

Wenn dasselbe nicht erfüllt ist , und wir lassen p noch ein- 

dx 
mal denselben Umlauf machen, so braucht auch dann nicht g-j- 

in den ersten Wert zurückzukehren, obwohl jetzt der Sinn der 
Strecke wieder der anfangliche geworden ist. Es ist dann g auch 
für dieselbe Richtung der Graden mehrdeutig. 

Definition: Wenn nach einem vollen Umlauf, d. h. nach- 
dem p seinen ursprünglichen Wert und Sinn wiedererlangt hat, 
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g ebenfalls seinen alten Wert wieder erreicht hat, wollen wir 
sagen, das „schwache Monodromieaxiom" sei erfüllt. 

Nachdem eine bestimmte Function g gewählt, also ein be- 
stimmtes Längenmass in unserer Gometrie eingeführt ist, wollen 
wir folgende Bezeichnung einführen. 

Alle Curven, längs deren y eine stetige und im allgemeinen 
differentiierbare Function von x ist, und längs deren dann 
9{y} y\ ^) öiiiß integrable Function von x ist, wollen wir eine in 
der betreffenden Geometrie rectificierbare Curve nennen. 
Dasintegral zwischen bestimmten G-renzen über die 
Curve erstreckt heisse dann allgemein die Länge 
des durch die Grenzen bestimmten Curvenbogens. 

Alle stetigen, mit stetigen ersten Differentialquotienten ver- 
sehenen Curven sind in allen unsern Geometrieen rectificierbar, 
soweit letztere überhaupt definiert sind und sich regulär verhalten. 
Zusatz: Sollte an einer Stelle oder in einem Intervall einer 
Curve y' = oo werden, so werden wir diese Stelle resp. dieses 
Intervall nur dann noch als regulär in der betreffenden Geometrie 
bezeichnen, wenn J^d^c durch Aenderung der Integrationsvariabein, 
etwa durch Einführung von y statt x, zu einem regulären Integral 
gemacht werden kann. 

Wir werden später noch eine Darstellung der Länge erhalten, 
die dieses Zusatzes nicht bedarf. 

Wir wollen jedoch jetzt die Willkür der Function g ganz er- 
heblich einschränken durch die Forderung: 

4) Die Function g soll so gewählt werden, dass 
die Länge einer graden Strecke kürzer sei als die 
längs eines andern, die Endpuncte der Strecke ver- 
bindenden r ectificierbaren Bogens, für dessen ^Ele- 
mente" g überhaupt definiert ist. 

Unter „Element^ verstehen wir im Lie'schen Sinne ein Paar 
x^ y nebst dem zugehörigen y^\ d. h. einen Punct nebst zugehöriger 
„Richtung". 

Wir haben somit das Archimedische Postulat als Hauptaxiom 
des Längenbegriffs. Die Einwendungen von Houel und Vero- 
n e s e scheinen dadurch vermieden, dass wir das Postulat nur zur 
Definition der Länge, nicht zur Definition der Graden benutzten. 
Zu den Schwierigkeiten, die Du Bois Reymond in seiner Ar- 
beit in den mathematischen Annalen 15: „Erläuterungen zu den 
Anfangsgründen der Variationsrechnung^ bei der Einführung dieses 
Postulates sah, ist zu bemerken, dass sich dieselben teils fortheben 
durch unsern obigen Zusatz, dann durch ein sehr verallge- 
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nieineroligsföhiges Priocip, das Da Bois Reymond selber auf 
Seite 288 — 291 in Abschnitt 3 and 4 entwickelt ; schliesslich aber 
durch die neueren Methoden der Variationsrechnung', die auf 
W eierst ras 6 zurückgehen^). 

Indem wir daher darauf nicht weiter eingehen , zerlegen wir 
die Forderung 4) in die folgenden vier Teilforderungen : 

4a) Die Lagrange'sche Gleichung des BJXBjgdx ent- 
springenden Yariationsproblems muss die Form annehmen 

Also muss g der partieUen Differentialg^eichang geniigmi: 

dpdx dpdy dy 

Man erhalt diese partielle Differential^eichung leicht, indem 
man die Lagrange'sche Grleiohung aufstellt und dann berücksich- 
tigt, dass ^ SS sein soll^. 

DifBarentüert man die Differentialgleichung für g nochmals 

nach Pi so erhält man für M = -^ eine lineare partielle DijSe- 
rentialj^eidbnng, deren allg^neiires Integral lautet: 

W ist eine willkürHdie Function der Argamente p ttnd y-^px. 
Also ist zunächst g in der Form anzusetzen : 



9 



JjW{p, y-px)dpdp+p.v(x, y)+uf(x, y) 

c c 



c ist eine beliebige Constante. 

Setzt man dies in die Differentialgleichung für ^ ein, so er- 
halt mm durch leichte Rechnung 

€ und u bloibea beliebig. 

4b) Die Legendre'sche Bedingung muss erfüllt dein. 

Es darf also -^ nie negativ sein, und auch nicht null in einem 

1) Kneser, i c § 17. 

2) Hirsch, Ibfii. Ann. M, { 7; Darboüi, 1. e. p. 58 ff. 
8) Darb^as, L c p. {S8 h. 59. 
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Grebiete endlicher Ansdelmimg. Dies ist aber leicht zu erfiilleii; 
es brancht nur W, die willkfirliche Function, diese Eigenschaften 
zu haben« 

Da nun aber alle Graden die Minimaleigenschaft haben sollen, 
für die überhaupt g existiert , so mnss W für alle durch einen 
Punct gehende !^chtungen positiv sein , d. h. das Erfülltsein der 
Legendre'schen Bedingung nur für das schwache Extremum, aber 
für alle Graden, zieht die Erfüllung der Weierstrass' sehen 
Bedingung des starken Extremums nach sich, solange wir an- 

nehmen, dass -^ stets positiv ist. (Es soll auch im Folgenden 

stets ds = ^€b?+dy*>0 sein!) 

Das bestimmte Zeichen von -^ bedeutet aber, dass wir mit 

der Variabein y' 9= p niemals durch cx) hindurch gehen, dass also 
y eine stets eindeutige Function von x ist. 

Natürlich ist diese Einschränkung nicht aufrecht zu erhalten. 
Wenn wir annehmen, dass in einem Gebiete der Durchgang von p 
durch's Unendliche gestattet ist, was durchaus das reguläre sein 
wird, müssen wir uns von di^er Bedingung freimachen. Weier- 
strass fuhrt eben deswegen von vornherein eine homogene Dar- 
stellung ein, indem er x und y als Functionen eines Parameters 
auffasst. Da dies aber formal in mancher Weise unzweckmässig 
ist, wollen wir anders vorgehen. Wir setzen p = tgt und nennen 
^ den ,,Sichtungswinkel^ der Graden. Es ist dies zulässig, da p 

alle Werte von —00 biB +00 annimmt, wenn * von —-5- bis +-ö" 

läuft* Der Winkel ^ ist nur bis auf VieKache von % bestimmt; 
eignet sich aber gerade deswegen zur Darstellung des verschie- 
denen Richtungssinnes der Graden. Wenn ^ von «8*0 bis zu 
^0+2« läuft, wollen wir von einem vollen Umlaufe im positiven 
Sinne reden, im negativen aber, wenn ^ von ^^ his (^^—^ läuft 
Nun ist aber die Weierstrass'sche Function F^ identisoii mit 

— i-T- -r-v *)• Da aber F. mit der Weierstrass'schen Function E 
cos'd' öjp" ' * 

in solchem Zusammenhange steht, dass jP^ stets positiv und end- 
lich sein muss, falls die Bedingung des MinimmnB im Vergldch 
mit allen Curven erfüllt sein soll, die überhaupt in Betracht 
kommen — also auch mit solchen, für die y mehrdeutig iat, 

d.h. d* das Intervall "" o" ^^ 2" ^®^^^^° hwH — , so haben 
1) KiitseT, L e. 9 16, (. 6d mtea. 
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wir für den Fall, dass um einen Funct Xj y hernm überhaupt alle 
Richtungen in Betracht gezogen werden dürfen, d. h. g für alle 
Werte %• definiert ist, die Forderung 

4c) Die Function Tr(tg^, y — xigO) muss, falls sie für 

alle # in der Umgebung von ± -^ existiert, beim Durchgange 

von ^ durch den Wert ± -p- das Zeichen wechseln, da 

la cos ^ dasselbe thut und — ^-r- W stets positiv sein muss. 
"' cos^ 

Setzen wir daher 

^^^r^Tr(tg#, y-xtgd) = w?(tg^, y-a?tg^) 

so muss w eine niemals negative Function der beiden Argumente 
tg-O- und y—xigd" sein. 

Führt man nun consequenter Weise ^ statt jp ein , so erhält 
man, wie eine leichte Rechnung zeigt: 

Denn allgemein ist 

Jjv(p)dp = j {p''%)v{%)d7C. 

ee c 

X (resp. %) ist im Obigen die neue Integrationsvariable. 

Mithin erhalten wir als Länge der Strecke 12: 

I cös^ / ^^(^'"^^^(^fi^^ y-'^^S^)dt+u{x,y,)-u{x,y,). 

6'f, ist eine Konstante, c = tg-ö^^. 

Wir werden im Folgenden sehr oft 

fsm{d' — t)u)dt 

das „innere Integral" nennen. 

Beschränkt man sich auf ein G-ebiet der Yariabeln ^, das im 
Ganzen die G-rösse 2x nicht übersteigt, so kann man d-^ stets so 
wählen, dass |^— r| <3r ist, indem man ^^ in der Mitte des Ge- 
bietes annimmt. 

Es ist dann also das innere Integral stets positiv, die Länge 
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selbst also , der Forderung 1) entsprechend , stets positiv. Für 
grössere Intervalle lässt sich dies nicht mehr unbedingt erreichen. 

Man muss dann also entweder solche Functionen w aus- 
scheiden, für die das positive Zeichen nicht mehr stets zu erreichen 
ist, oder man muss zur Vergleichung der Länge auf Curven ver- 
zichten, die ein grösseres Richtungsintervall beanspruchen, als das 
gewählte w zulässt. 

Definition: Unter einem „Knoten" verstehen wir eine 
rein geometrisch gar nicht characterisierte Stelle einer Curve, an 
der jedoch die Massbestimmung (Länge) einen plötzlichen Sprung 
erleidet, und zwar einen solchen, der durch einen oder mehrere 
volle Umläufe des Richtungswinkels -O* erzeugt wird. 

Natürlich hat die Einführung dieses Begri£fes nur einen Sinn, 
wenn das schwache Monodromieaxiom nicht erfüllt ist. 

Man kann sich einen Knoten etwa durch Zusammenziehen aus 
einer Schleife entstanden denken. 

4d) Wenn das schwache Monodromieaxiom nicht erfüllt ist, 
muss es unter den verschiedenen durch Umläufe der Variabein ■9* 
erreichbaren Werten von g entweder einen kleinsten geben. Dieses 
Minimum von g entspricht dann dem Minimum der Länge. Denn 
sonst könnte nach Wahl eines bestimmten g durch Einschieben von 
Knoten die Entfernung stets verkürzt werden. Oder aber die 
untere Grenze g^ wird nie erreicht ; gleichwohl möge dann j g^ dx 
auch als Länge definiert werden, falls g^ noch positiv ist. Diese 
Grenze existiert, falls alle Längen positiv sind; man wird postu- 
lieren müssen, dass ^« > sei ; andere w sind auszuschliessen. 

Existiert ein alle anderen Bedingungen erfüllendes g^ für alle 
a?, y, tg -9", so ist fg^ dx die kürzeste Entfernung. 

Die Erfüllung der Bedingungen 4a) b) c) d) ist auch 
hinreichend dafür, dass ein Minimum der Länge 
stattfindet. Denn die Jacobi'sche Bedingung ist eine rein geo- 
metrische; sie ist erfüllt dadurch, dass zwei Graden nur einen 
Punct gemeinsam haben sollen, ein Büschel von Extremalen also, 
das von einem Puncte ausgeht, ausser diesem Puncto keine Enve- 
loppe mehr besitzt. Wir können daher die nähere Erörterung der 
Jacobi'schen Bedingung aus dem Bahmen unserer Betrachtung 
ausscheiden. 

Dagegen sei darauf hingewiesen, dass die Eoieser' sehen Trans- 
versalen ^) keineswegs immer auf den Extremalen senkrecht stehen. 



1) Kneser, 1. c § 8. 
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§ 3. Die Monodromieaxiome. 

Es erhebt sich die Frage, welches die Bedingungen dafür sind, 
dass das schwache resp. starke Monodromieaxiom erfüllt ist. 

Wir legen der Untersuchung das Längenelement in der Form 
zu Grunde 

sin {d'—t)w (tg r, y — x ig t)dt + -v- cos ^ + -^ sin Ö-L 

Damit ist zugleich die auf Seite 13 angekündigte Form er- 
reicht, was noch um so deutlicher zu Tage tritt, wenn wir setzen 

«'(tgr, y — xtgt) = M?,(sinr, cos r, y cos r — a; sin r). 

I) Wenn das starke Monodromieaxiom erfüllt 
sein soll, muss offenbar die Beziehung bestehen 

sm{d'-'t)wat + -^ cosö' + -^ sin 'S- 



Oder 



8in(d'+yt-'t)wdr — r— cos -O*— -t— sin-O*. 



(1) 2j / sm('^— r)w;^7r+y-cosa'+ — smO-V = - / sin('^-r)M;rfr. 

Dies muss für alle ^ gelten. 

Setzen wir -9" = -ö*,,, so erhalten wir 



du ^ ^ du 



(2) 2 -^ cos ^0 + 2 -^- sin ^, +/sin (^,- r) w dt = 0. 

Differentiieren wir die Gleichung (1) nach d' und setzen dann 
^ == -9- so erhalten wir 



(3) - 2 ^- sin «•„ + 2 -- cos », +/co8 (fl-, - t) w dr = 0. 



Aas (2) und (3) folgt 

-r— = JJsinrtt^ar. 



öy 



= --^j coatwdt. 

1^ 
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Man überzeugt sich leicht , dass die Integrabilitätsbedingang 
erfüllt ist; u ist also bis auf eine Constante bestimmt. 

Setzen wir die Werte von -^- nnd 3— in (1) ein, so er- 

halten wir 

2fsin{^—t)wdt'-fHixk(d' — t)wdt+fBm(p' — t)tcdt = 0. 
Oder: 

fain{d'—t)wdt+f8in{d'-'t)wdt = 0. 

Substituieren wir im zweiten Integral t + ye statt t, so er- 
halten wir 

f&in{d''-t)(w^—w^dt = 0. 

Dabei bedeutet w^ den Wert von w in der einen Richtung 
(für t), u?, den in der entgegengesetzten Richtung (für t+x). 

Diese Gleichung muss für alle ^ bestehen. 

Beschränken wir nun d" so, dass |^— -ö-ol <:« ist, so hat 
sin('9"— r) ein bestimmtes Vorzeichen. Wäre nun fß^=^w^j so 
hätte tTj — IT, in der Nähe von -9",, ein gewisses Intervall hindurch 
ein bestimmtes Vorzeichen; nAn könnte also ein & so wählen, 
dass das Integral sicher nicht null wird. Also muss stets to^ = ti\ 
sein. 

Offenbar ist dies auch hinreichend. 

Wir haben also den Satz : 

„Damit das starke Monodromieaxiom erfüllt 
werden kann, ist notwendig und hinreichend, dass tv 
eine eindeutige positive Function von tg-ö" sei, oder 
als Function von d- die Periode yc habe. Alsdann ist 
die bis dahin noch willkürliche Function u durch 
die Gleichungen 4 bis auf eine völlig gleichgültige 
Eonstante bestimmt.^ 

Das Längenelement ist dann offenbar 

ds { J sin (-ö- — r) fc^ c?r — ^f sin (-ö* — r) «? c?r } . 

Dieser Ausdruck ist, wie man sich durch Differentiation nach 
dg überzeugt, von d^ unabhängig. 

In der That lässt er sich leicht unter Berücksichtigung der 

2* 
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Eindeutigkeit von tv hinsiclitlieh tgr auf die Form bringen: 

ds /. 

"ö"/ sin (d'—t)wdt. 

Dies ist das Längenelement in dem Falle, dass 
das starke Monodromieaxiom erfüllt ist. 

Beispiel: Die Euclidische Geometrie kann dadurch 
characterisiert werden, dass die Weierstrass'sche Function jF\ 
oder unsere Function w die denkbar einfachste Form hat, nämlich 
gleich 1 gesetzt wird. 

Denn setzen wir in obigen Ausdruck u; = 1, so wird 

J am(d''-t)dt = 2. 

Es ist also auch vom Standpuncte der Variationsrechnung aus 
berechtigt zu sagen, dass die Euclidische Geometrie die 
denkbar einfachste Geometrie ist, die alle bisherigen 
Axiome einschliesslich des starken Monodromieaxiomes erfüllt. 

II) Das schwache Monodromieaxiom ist selbstverständ- 
lich erfüllt, wenn das starke erfüllt ist. 

Nun sei aber das letztere nicht erfüllt. Wenn dann trotzdem 
das erstere erfüllt sein soU, so muss offenbar gelten: 

jsm{^'-x)wdt = fsia{&'-t)wdt 
also 

(1) /sin('^-T)u;dr = 

für alle «■. 

^ = giebt die Bedmgung 

(2) f Bin tw dt = 0. 

Differentiieren wir (1) nach &• und setzen dann ^ == 0, so 
erhalten wir 

(3) f cos TW dt = 0. 
Aus (2) und (3) folgt 

27t 

/sin(©'— r)u;d[r = 0. 
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Sabtrahieren wir dies von (1), so erhalten wir 

J sin(d— r)(«;, — u^^(fe =■ 0. 
'o 

«?i bedeutet jetzt den ursprünglichen Wert von w (für r), w^ den 
daraus durch einen vollen Umlauf entstehenden (also für r + 2ff). 

Da dies für alle t stattfinden muss, schliesst man ganz ana- 
log wie früher w^ = tr,. 

Die als Function von r eindeutige Function w muss hinsicht- 
lich dieser Yariabeln die Periode 2n: haben. 

Ist dies erfüllt, und sind auch (2) und (3) erfüllt, so kann 
man alle Schlüsse rückwärts machen, so dass also diese Bedin- 
gungen auch hinreichend sind. 

Damit also das schwache Monodromieaxiom er- 
füllt sei, muss w als Function von r die Periode 27t 
haben, ausserdem aber müssen die Bedingungen (2) und 
(3) erfüllt sein; d. h. ist w nach der Yariabeln r in eine 
Fourier'sche Reihe entwickelbar, so müssen die Glieder mit sinr 
und cosT fehlen. Diese Bedingungen sind auch hinreichend. 

Es ist natürlich nicht schwierig, auf demselben Wege noch 
schwächere Forderungen an die Monodromie zu stellen. Man kann 
verlangen, dass nach einer gewissen Zahl von Umdrehungen die 
Länge wieder ihren alten Wert erhält. Man kann schliesslich 
unterscheiden zwischen G-eometrieen, die eine endliche Anzahl von 
Werten des Längenelementes zulassen, und solchen, die eine un- 
endliche Anzahl gestatten ; d. h. solchen Functionen w , die eine 
der Perioden ib. ^ hinsichtlich t haben {k eine ganze Zahl), und sol- 
chen, die keine derartige Periode zulassen. Die weitaus wichtig- 
sten FäUe dürften aber wohl die hier ausführlich behandelten 
sein, da sie die einzigen sind, die keine Knoten gestatten. 

§ 4. Beispiele. 

I) Wir erhalten die von Herrn Minkowski in seiner 
Geometrie der Zahlen aufgestellte Geometrie — für 
die Ebene spedalisiert, — wenn wir annehmen, dass die Function 
to nur vom ersten Argument tgr abhängt. Das Längenelement 
ist dann nicht abhängig vom Orte, sondern nur von der Richtung, 
es lautet 

ds { fBm(d'-'t)io{t)dt+aco8d'+ßsind']. 
Uf ß sind blosse Constante. 
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Wir erhalten die „Aichcurve^, wenn wir auf jedem Strahl 
durch den Nullpunct den Punct bestimmen, für den 

Q. {fsm{^—t)w{t)dt + a cos ^+ ß Bm^} = 1 

ist. 

Setzen wir — = r, so erhalten wir die Aichcurve in 

cos 'S- 

Polarkoordinaten r, ^ 

1 / 

— = J sin(^— 'r)w(T)dr + acosö' + /Jsin^. 

Solange w{t) beliebig ist, ist die rechte Seite eine beliebige 
Function von d". Denn durch zweimalige Differentiation nach d" 
erhält man 



d' 



(i),x 



+— = «^w. 



Zu einem als Function von ^ beliebig gewählten r kann man 

also ein w{d') eindeutig bestimmen. 

1 
Dann ist der obige Ausdruck für — das allgemeine Integral 

dieser Differentialgleichung. 

Nun ist w wesentlich nur dadurch eingeschränkt, dass es eine 
positive Function sein soll. 

Es ist aber 

wo — die Krümmung der Aichcurve ist. 

Die einzige Beschränkung, der die Aichcurve 
unterworfen ist, besteht also darin, dass ihreKrüm- 
mung stets positiv oder nur stellenweise null ist, 
dass also die Curve selbst nirgends concav und auch 
nicht in endlichen Bereichen gradlinig ist. 

Die hier betrachtete Geometrie ist also nur insofern specieller 
als die von Herrn Minkowski aufgestellte, als von der Aich- 
curve auch die Existenz gewisser Differentialquotienten vorausge- 
setzt ist. Sie ist aber insofern allgemeiner, als die Curve nicht 
notwendig geschlossen zu sein braucht. 
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Fordern wir das starke Monodromieaxiom , so erhalten wir 
offenbar eine geschlossene, in bezng aaf den Nnllpnnct symme- 
trische Corve; nehmen wir nur das schwache Monodromieaxiom 
als erfüllt an, so ist die Aichcarve offenbar geschlossen and om- 
läaft den NoUpanct einmal. 

Benutzen wir als Aichcnrve eine nirgends concave, aber aus 
mehreren Umläufen bestehende Curve, so erhalten wir eine Geo- 
metrie mit endlich mehrdeutigem Längenelement, nehmen wir eine 
nicht geschlossene, spiralförmige Linie, so erhalten wir ein un- 
endlich vieldeutiges Längenelement. Setzen wir voraus, dass die 
Spirale eine äussere Grenzcurve hat, so giebt diese als Aichcurve 
genommen offenbar die wirklich kürzeste Entfernung. Denn für 

die Grenzcurve wird r am grössten, — am kleinsten, also auch 

w am kleinsten. Der äusseren Grenzcurve entspricht also die 
untere Grenze von to resp. g^, (Vergleiche Seite 17; 4d). 

Diese Geometrie zeichnet sich dadurch aus , dass sie wie die 
Euclidische über die ganze xy Ebene ausgebreitet ist; die Länge 
wird nur für die unendlich ferne Grade unendlich; diese ist also 
als uneigentliches Element anzusehen. Das Farallelenaxiom ist 
mithin im Euclidischen Sinne erfüllt^). Dagegen ist es denkbar, 
dass die Geometrie an jeder Stelle hinsichtlich %' beschränkt ist. 
Denn die bis jetzt gemachte Annahme, dass to{x) für 
alle t existiere und endlich sei, ist keineswegs not- 
wendig. Wenn z. B. die Aichcurve durch den Nullpunct geht 
und daselbst eine Ecke besitzt, so existiert die Geometrie nur in 
einem von jedem Puncto der Ebene in gleicher Weise ausgehenden 
Winkel, der durch die Tangenten der Ecke gebildet wird; d. h. 
die Längen sind nur endlich auf den Richtungen, die in die Winkel- 
öffiiung fallen. Innerhalb derselben aber sind alle Forderungen 
erfüllt. Auf solche Einschränkungen werden wir noch später all- 
gemeiner zurückkommen. 

n) Herr Hilbert hat in einem an Herrn Klein gerich- 
teten Briefe (siehe Einleitung) eine Geometrie aufgestellt, 
in der ebenfalls die Grade Kürzeste ist. 

Betrachten wir in der a;y- Ebene eine convexe geschlossene 
Curve und definieren für das Innere derselben die Entfernung 
zweier Puncte durch den Logarithmus des Doppelverhältnisses, das 
diese beiden Puncte mit den Schnittpuncten der durch sie festge- 



1) Vergleiche Hilbert, Probleme p. 16. 
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legten Graden auf der genannten Corve bilden, so erhalten wir 
die fragliche Massbestimmnng. 

Sei H{x^ y) = die Gleichung der bestimmenden Cnrve, 
y = pic+6 eine Grade, so ergeben sich die Werte der Abscissen 
der Schnittpuncte der Graden mit der convexen Curve durch di« 
Gleichung n{x, px + b) = 0. Entweder hat diese Gleichung zwei 
reelle Wurzeln, oder eine mehrfache Wurzel, oder gar keine reelle 
Wurzel. 

Seien die Wurzeln, falls sie existieren, v^(p, b) und t?,(jp, 6), 
so genügen diese als Functionen von p und b der partiellen Diffe- 
rentialgleichung 

dv dv 

dp db 

Umgekehrt sieht man leicht ein, dass deren allgemeine Lö- 
sung gegeben ist durch Auflösung einer Gleichung von der Form 
H{v, pv + b) = 0. 

Das Doppelverhältnis der erwähnten vier Puncte ist aber 
jetzt gleich 

(^t~t;,)(a;,~t;,) 

wo entweder Vj > a:, > a?, > v, oder t?^ < a?, < a?! < v, sei. 

Wir setzen voraus, dass p endlich sei; es ist das keine 
wesentliche Einschränkung. 

Es entsteht also die Frage: 

Lässt sich die Function TF(p, y — px) so bestimmen, dass 

fdxfdpfdpW+u{x,y,)--u(x,y,) = lg (^i""^>)ft-^«) 

ist? 

Differentiieren wir nach x^ bei constanten p, 6, so erhalten wir 



*w+=+p= = 



dx ^ dy x — v^ x — v^ 

Es ist jetzt a:, = a; gesetzt. 

Die Differentiation nach x^ hätte offenbar dasselbe ergeben. 

Betrachten wir jetzt p, y, x statt 6, p, x als unabhängige Va- 
riabele und differentiieren zweimal nach p, so erhalten wir durch 
eine leichte Rechnung unter Berücksichtigung der Differentialglei- 
chung für r, und v^: 



w(p, y-p.) = i!i&«A, 



66' 
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wobei aber nach erfolgter Differentiation für & auf der rechten 
Seite wieder y—px einzusetzen ist. 

Ist a?, > a?j, so ist anch v^ > v,, W wird positiv. 

Denn betrachten wir r, resp. t;^ als Abscissen der bestimmen- 
den Curve, seien t;{, v\ die Ableitungen nach y, so ist 



Ebenso ist 



öe>. 


v[ 


db 


~ i-«»;?' 


e*f. 


_ < 


db* 


- (l-t;;p)» 


y*. 


_ < 


66' 


- (1-<P)» 
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^ 


/^ö;. oo 




Fig. 1. 

d't; 
Der Ausdruck für -^~- ist aber unter den gegebenen Vor- 
aussetzungen positiv. Man sieht sofort^ dass für v^ = 0, v^ >- ist. 
Nun wechselt aber der Nenner sein Zeichen nur, wenn entweder 
1 — t;[p = ist. Dann ist die Tangente der Curve der Richtung 
p parallel. Dies tritt aber nur am Ende des für t;, in Betracht 
kommenden Bogens auf. v"^ selbst geht infolge der Convexität 
der Curve nicht durch Null hindurch vom Positiven znm Nega- 
tiven über. Oder aber es wechselt der Nenner sein Zeichen da- 
durch, dass v\ durchs unendliche hindurchgeht. Dann geht aber 
auch vi durchs Unendliche und wechselt sein Zeichen. (Fig. 1). 

Also bleibt -^rp- stets positiv. 
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Genau so beweist man, dass -rrp stets negativ ist. 

Also ist — ^-^^5 — ^ sicher stets positiv. 

Wird aber o?, mit x^ vertauscht, so vertauschen sich auch v, 
und i;,, TT kehrt, wie es sein muss, sein Zeichen um. 

Da alle Schlüsse umgekehrt werden können, folgt, dass auch 

f'dxfdpfWdp + uix,y;)-uix,y,) = lg t~''At'~li - 
Setzen wir jp = c, so folgt 

Da y^ — cXi = y% — cx^ ist, kann die rechte Seite auch ge- 
schrieben werden 

Also kann gesetzt werden: 

, . , x — vJc.y — cx) 
u(x, y) = lg -^7-^^^^ f- 

Damit ist klargestellt, in welcher Weise sich die 
Hilbert'sche Geometrie in die allgemeinere unter- 
ordnet. 

lieber das, was bei dieser Demonstration specieller ist, gilt 
dasselbe wie das bei dem ersten Beispiel Gesagte (Seite 22). 
Ebenso aber lassen sich Verallgemeinerungen aufstellen. Man 
kann auf das Monodromieaxiom verzichten, indem man als be- 
stimmende Curve entweder eine geschlossene, aber einen bestimmten 
Punct mehrfach umwindende Curve nimmt, oder aber eine spiral- 
förmige Curve, die einen endlichen Bereich freilässt. Existiert 
dann eine äussere Grenzcurve, so ist die wahrhaft kürzeste Ent- 
fernung durch die Massbestimmung gegeben, die aus dieser Grenz- 
earve entspringt. 

Verallgemeinerung: Denken wir uns mehrere, einfach oder 
mehrfach gewundene, geschlossene oder spiralförmige Curven ge- 
geben : Hxix, y) = , die wir zunächst noch convex voraussetzen 
wollen; seien v^i, v^i ein Wurzelpaar der Gleichung Hi{Vjpv+b)=:0, 
so erhalten wir offenbar eine unter unsern allgemeinen Fall ge- 
hörige Geometrie, wenn wir die Länge auf der Graden y =: xp+b 
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zwischen den Poncten mit den Abscissen x^ und x^ definieren durch 

Denn die Function TFwird offenbar gleich 

nnd hat die Form W(jpy y—px)j da ja jedes Glied dieselbe hat. 

Wir müssen nur hier wie auch im Folgenden voraussetzen, 
dass alle Curven in ihrem Innern einen endlichen Bereich frei- 
lassen. 

Da aber nur eine beschränkte Reihe von "Werten für p und 
h in Betracht kommt, nämlich nur solche, die G-raden durch das 
freie Innere angehören, so können abgesehen von der innersten 
Curve, resp. von den Stücken der Curven, die die innerste Be- 
grenzung bilden, die Curven teilweise ihren convexen Character 
verlieren, nämlich der Art, dass eine die Curve dann mehr als 
zweimal schneidende Grade nicht mehr brauchbare Werte von p, 
h liefert, d. h. nicht mehr im Innern des ganzen Curvensystems 
liegt. 

Ausserdem muss natürlich die Summe 

^ dV 

stets positiv bleiben. 

Wir wollen im Folgenden der Einfachheit halber annehmen, 
dass wir es nur mit einfach geschlossenen Curven zu thun haben. 

Man kann nun auch die Anzahl der Curven ins 
Unendliche wachsen lassen, so dass die Reihe 

i^i ^ (^,-v,.z)K-v..i) 
convergiert. 

Es ist bekannt^), dass diese Reihe convergiert, wenn die 
Reihe convergiert: 

nnd nmgekehrt. Diese Reihe ist aber gleich 



-(«.-a;JS 



»t.i-»i.i 



(«i-«'t.i)(*t-».,0 



1) Jordan, Coors d'Aiutlyml, p. 308. 
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Damit diese Beihe convergiert, muss jedenfalls 

lixnes , "^^'^+^«'^ , = 
i=» (a?x-t;,,;t)(«.-Vi,0 

sein. 

Da aber limt;^ ^ nicht gleich linit;,^ sein darf, damit ein end- 
Hcfaer innerer Teil frei bleibt, muss mindestens x^ — v^x oder 
rc, — Vj ;i anendlich gross werden. Und da x^, x^ auf ein festes end- 
liches Intervall beschränkt sind, muss entweder r, ^ negativ, oder 
t;, 2 positiv unendlich werden. (Es ist angenommen t;,ji>t;,2). 

Dann aber wird auch v^i — v^x unendlich gross. Folglich, 
wenn obige Summe convergiert, so convergiert a fortiori 

2 1 

allein. 

Mithin convergiert auch die Reihe 

^ ^ i=i (a?i-v,,J"(a;,-t?,.i) 

Dies ist aber wegen der Endlichkeit von x^ — x^ auch hinreichend 
zur Convergenz der Beihe 1). 
Die Reihe 2) aber ist gleich 






Da nach unseren Voraussetzungen v^^ > ^i > ^i >• ^i, 2 ? so 
sind in jedem Glied beide Terme positiv. 

Also ist hinreichend und notwendig, dass die Reihen 

S ^— ^^d S ^ 



Kx-^t ^l-t^t.2 

einzeln convergieren. 

Da a?j und x^ endlich sind, reducieren sich diese Bedingungen 
auf die Convergenz von 

2-L and S ^ 



Ziehen wir nun von einem Punct des freien Innern die Radien- 
vectoren r^ nach den Puncten der Curven jE?i = 0, so kommt die 
Convergenz obiger Reihen offenbar hinaus auf die Convergenz der 

Reihe 

» 1 

^ TT"» 
2=1 n 
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die für alle Poncte der Curven Hx stattfinden muss, die auf einer 
Graden durch das Innere liegen. 

Es genügt übrigens, wie leicht ersichtlich, die Convergenz zu 
kennen für alle r^, die von einem einzigen Puncte ab gerechnet 
werden. 

Beispiel: Man nehme die Kreise um den Nullpunct mit den 
Kadien 1, 4, 16, ... n' 



• • 
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convergiert bekanntlich. 

Man kann auch bei beliebig gewählten Curven Con- 
vergenz dadurch erzielen, dass man die einzelnen Glieder 
mit geeignet gewählten constanten Factoren multipliciert ; es geht 
nur die klare geometrische Anschauung dabei etwas verloren. 

Auch Integraldarstellungen kann man in mannigfacher 
Weise erhalten. Man nehme in der Function Hx einen stetig va- 
riierenden Parameter k an ; dann sind v^ , und Vx^ , Functionen 
dieses Parameters. Als Function W nehme man etwa 

Es ist klar, dass dies ebenso eine Function des verlangten 
Typus ist, als — *'i/>« selber. 

Es möge daran erinnert werden, dass nach der Differentiation 
y—px statt b zu setzen ist. 

Es ist augenscheinlich, dass man auf diese Weise eine recht 
grosse Allgemeinheit der Function W erzielen kann. Inwieweit 
aber alle Functionen W derartig dargestellt werden können , soll 
hier nicht weiter berührt werden. 

§ 5. Ein DuaUtätsprincip. 

In diesem Paragraphen soll ein an sich elementares Abbil- 
dungs- oder Dualitätsprindp erörtert werden, das uns aber im 
Folgenden gute Dienste leisten wird. Wir haben es im Grunde 
schon angewendet, als wir TT als Function der beiden Argumente 
p und y—px ansahen. 

Wir wollen die Abbildung näher ins Auge fassen^ die wir er- 
halten, wenn wir die a;y-Ebene, genauer gesagt ihre durch x^ y, p 
gegebenen Elemente in Beziehung setzen zu der jp^-Ebene, indem 
wir h s= --px+y einführen« 
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Zunächst ist klar: 

1) Einem Puncte ^^, b^ der p6- Ebene entspricht in der xy- 
Ebene die Grade y = Po^ + b^^ 

Speciell entspricht dem NuUpuncte die rc-Axe : y = 0. 

2) Einer Graden in der j?6- Ebene: b = c^+ß entspricht in 
der icy- Ebene ein Strahlbüschel y = px + ap + ß. Das Centrum 
des Strahlbüschels ist offenbar y = ß, x ^= —a. 

Läuft speciell die Grade der p-Axe parallel, ist also a = 0, 
so liegt das Centrum auf der y-Axe. 

Läuft die Grade der &-Axe parallel , so ist p constant, das 
Centrum liegt in der unendlich fernen Graden der a^-Ebene, wir 
erhalten ein Parallelstrahlenbüschel. 

3) Irgend einer andern Curve der p6- Ebene entspricht im 
Allgemeinen eine Klassencurve der a:y-Ebene, also eine Curve mit 
ihren Tangenten. 

Umgekehrt : 

4) Einem Puncte der a:y-Ebene, aufgefasst als Centrum eines 
StrahlbüschelSy entspricht in der p6-Ebene eine Grade. 

5) Einer Graden der a:y- Ebene, deren jeder Punct als Cen- 
trum eines Strahlbüschels aufzufassen ist, entspricht in der pb- 
Ebene ein Strahlbüschel; denn die Punkte der Graden haben 
einen Strahl gemein, nämlich ihre Grade, also ihre Bilder, die 
Graden, einen Punct gemein. 

6) Irgend einer andern Curve der xy- Ebene, aufgefasst als 
Classencurve , entspricht in der p6- Ebene eine Curve und zwar 
den Tangenten dort hier die Puncte. 

Legen wir der weiteren Untersuchung das Längenelement in 
der Form zu Grunde 

dsj sia{d'—t)w{tgt, y—xtg%)dtj 

indem wir von dem Zusatzgliede zunächst einmal absehen. Die 
obige Integration ist auszuführen bei constantem x und y. Also 
integrieren wir so, dass wir in der a;y*Ebene um den festen Punct 
X, y einen Strahl, der durch d' characterisiert ist, um den Winkel 
•d" — -d-o drehen. Gehen wir nun in die pb- Ebene, so entspricht 
dem nach 4) ein Stück einer Graden. In der 2|p- Ebene ist also 
die Integration auszuführen längs eines Stückes einer graden Linie 
von dem Puncte p^ = tg d^ ^^^d b^ = y^-xigd'^ an bis zu dem 
Puncte tg^ = p und b = y — xtgd'. 

Wenn wir nun die Länge selbst bilden, indem wir bei con- 
stantem p, b von « s3 a;^ bis o; » o;, integrieren, so integrieren 
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wir in der a^- Ebene längs eines Stückes einer Graden; also 
gemäss 5) in der pb - Ebene , indem wir nm den festen Punct p, b 
die Grade um einen gewissen Winkel drehen. Da der positive 
Abschnitt der Graden in der p6- Ebene allemal gleich y ist, so 
ist durch y^ =2^3?, + 6, y, =px^ + b deutlich das Integrationsgebiet 
gekennzeichnet. (Siehe Figur 2). 




Fig. 2. 
Man erhält so ein klares Bild, welche Werte 
der Function w zu der speciell auszuführenden Inte- 
gration gebraucht werden, nämlich alle Werte, die 
in einem Dreiecke liegen, dessen eine Ecke von dem 
Punctejp, b gebildet wird, dessen andere Ecken aber 
auf der Gradenjp =jPo liegen und zwar dort, wo die 
Graden b = Vi^^iP und b = y^—^tP die Grade i? = Po 
schneiden. 

§ 6. Bemerkungen über die Axiome der zweiten Qruppe; 
Ankflndigong eines Satzes über den Erafluss gewisser Un- 
stetigkeiten. Auseinandersetzung mit dem Erdmann'schen 

Satze. 

Was die zweite Gruppe der Axiome angeht, nämlich die Con- 
gruenzaxiome sowie das Archimedische Axiom der Stetigkeit, so 
ist ohne weiteres klar, dass die ,, linearen" Congruenzaxiome ^) so- 
wie das Archimedische Axiom erfüllt sind, solange wir uns im 
Sregularitätsbereich der Function w befinden. 

Was die beiden Axiome über die Winkel *) allein anbetrifft, 
80 haben wir noch in mannigfaltiger Weise die Freiheit, die Grösse 
der Winkel so zu definieren, dass die Axiome erfüllt sind. 

1) Hubert, Festschrift p. 11, Axiome IV, 1, 2, 8. 

2) Hübe rt, Festschrift, Axiome 17, 4 und 6. 
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Einer karzen Erörterung bedarf noch das Axiom IV, 6 (Hu- 
bert 1. c), das folgenden Wortlaut hat: 

,, Wenn für zwei Dreiecke ABC und A' B' C die Con- 
gruenzen AB = A'B'; AC = A' O ; < BAC = ^B'A' C gelten, 
so sind auch stets die Congruenzen -^-IBC = -^-4' JS'C und 
jC AGB = ^A'a B' erfüllt.« 

Dieses Axiom ist nun identisch mit der Forderung der freien 
Beweglichkeit , d. h. der Möglichkeit , eine starre Figur in der 
Ebene zu bewegen. Es stellt also die Fundamentalforderung von 
Helmholtz^) dar. Nun hat aber Herr Klein') bewiesen, dass 
dieses Axiom der freien Beweglichkeit, also auch das Hilberi^sohe 
Axiom IV, 6 nur erfüllbar ist in einem Specialfalle der in § 4 
erörterten Hubert^ sehen Geometrie, nämlich dann, wenn die be- 
stimmende Curve H= ein Kegelschnitt ist (der dann auch ima- 
ginär sein kann.) Im Allgemeinen müssen wir also auf 
die freie Beweglichkeit und damit auch auf die Er- 
füllung des Axiomes IV, 6 verzichten. 

Im Eingange dieses Paragraphen ist schon angedeutet worden, 
dass die linearen Congruenzaxiome und das Archimedische Axiom 
möglicherweise an einzelnen Stellen aufhören können zu gelten, 
natürlich nur an Stellen, wo w seinen regulären Character verliert. 

Dies Problem soll jetzt in Erwägung gezogen werden. 

Ausserdem ist es natürlich von Interesse, die Frage nach der 
Ausdehnung unserer Geometrie zu untersuchen. Wir 
hatten schon bemerkt, dass die Minkowski sehe Geometrie für die 
ganze Ebene gilt, die Hilberf sehe aber nur für das Innere der 
convexen Curve. 

Man kann die Frage auch so formulieren : Man denke sich von 
einem Puncte ausgehend einen andern Punct bewegen mit einer in 
unserer Massbestimmung stets endlichen Geschwindigkeit. Welche 
Puncte sind innerhalb einer endlichen Zeit erreich- 
bar? Es ist klar, dass auch diese Frage auf die Singularitäten 
von to zurückführt, sowie auf eine Untersuchung der Länge, falls 
der Punct auf die unendlich ferne Grade rückt. Indem wir so 
die erreichbaren Puncte von den andern aussondern, erzielen wir 
die schon anfangs erwähnte Unterscheidung zwischen eigentlichen 
und uneigentlichen oder idealen Elementen unserer Geometrie '). 



1) Helmholtz, „Ueber die Thatsachen , die der Geometrie zn Qronde 
liegen". Qött. Nachr. 1868 oder Wissensch. Abb. II, S. 618. 

2) Klein, Math. Ann. IV, VI cf. Lie: „Ueber die Grundlagen der Geo- 
metrie'S S&chs. Ber. 1890. 

8) cf. Schur, Math. Ann. 89. 
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Unsere Aufgabe ist also die Untersuchung des 
Einflusses der verschiedenen Singularitäten von lo 
ihrer Art und Gestalt nach. 

Wir wollen uns die Untersuchung dadurch erleichtern, dass 
wir im Folgenden stets w als eindeutige Function von p = tgd' 
voraussetzen, ohne aber das starke Monodromieaxiom als erfüllt 
anzunehmen; d. h. wir behalten uns die Bestimmung der Function 
u{Xy y) noch vor. 

Es ist klar, dass es nicht unsere Absicht sein kann, alle mög- 
lichen Fälle zu erläutern; es kommt vielmehr darauf an, einige 
typische Arten zu betrachten. Ausserdem soll der folgende Satz 
von allgemeiner Bedeutung bewiesen werden : 

;,Wenn w irgend eine Singularität besitzt der 
Art, dass die Länge über diese Stelle hinweg eine 
bestimmte endliche Grösse bleibt, so ist die Grade 
noch stets die kürzeste Entfernung, und zwar ohne 
dass ein Knick, d.h. eine Unstetigkeit der Tangente, 
eintritt." 

Natürlich halten wir daran fest, dass w nie negativ und auch 
in endlich ausgedehnten Bereichen nicht überall null wird. 

Es scheint hier der geeignete Moment zu sein, auf ein mög- 
liches Missverständnis hinzuweisen. 

Erdmann ^) hat den Satz bewiesen, dass ein Extremum nur 

dann stattfinden kann, wenn ~^- und g—p-^ stetig über jede 

Stelle der Extremalcurve hinweg gehen. Damit scheint unser Satz 
zu collidieren. Das ist aber keineswegs der Fall. Der Erdmann'sche 
Satz setzt nämlich g als regulär voraus, während bei uns gerade 
g singulär sein soll, nur 2; = tgd kann bei Erdmann einen 
Sprung erleiden. 

Hier soll aber zunächst gezeigt werden, dass ein Knick 
sicher nicht an solchen Stellen eintreten kann, wo 
g regulär ist; d. h. natürlich für unser specielles Problem. 

Denn nach dem dann gültigen Erdmann'schen Satze müssen 

~ und g—p-^ stetig sein. Man überzeugt sich aber leicht, dass 
diese Ausdrücke identisch sind mit 

jwitwdt und JcoBtwdt 



1) Er dm an n: „Ueber unstetige Lösungen in der Variationsrechnung*'. 
Crelle'i Journal, Bd. 82. Siehe auch Kneser, Lehrbuch, p. 172, 173. 

3 
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abgesehen von -r- resp. -^, die aber als von p unabhängig, sicher 

nicht in Betracht kommen. 

Wenn also ein Knick möglich wäre, müssten die Relationen 
möglich sein 

j smxwdx = J sintiv dt 
nnd 

J cos twdt = J cos ttüdx, 

ohne dass d^ gleich <&, wäre. 
Es müsste also auch sein 

fsintwdr = nnd foosttodt = 0, 
oder 

J sin(d— r)M;dr = 

für jedes ^. 

Da aber l-ö",— •9', | ^ä angenommen werden kann, so hat, 
wenn man etwa -ö- = -ö-j setzt, sin(d,— r)M; stets ein bestimmtes 
Zeichen; das Integral kann also nicht noll sein. 

Damit ist gezeigt, dass an regulären Stellen von 
w ein Knick unmöglich ist; der in diesem Paragraphen an- 
gekündigte Satz sagt dann aus, dass ein Knick auch dann nicht 
eintritt, wenn tv zwar seinen regulären Character einbüsst, die 
Länge aber noch ihren endlichen Wert beibehält. 

§ 7. Beweis des angekündigten Satzes; Beispiel 

Die Methode wird die sein, dass wir die Singularitäten der 
Function w in der pb - Ebene betrachten ; um dann ihren Einfluss 
auf die Geometrie kennen zu lernen, benutzen wir die in § 5 dar- 
gestellte Abbildung der ^^i-Ebene auf die xy-Ebene. 

Ferner brauchen wir noch die Weierstrass'sche JE? -Function, 
die die Eigenschaft hat, dass ^fl^ds, erstreckt über die zum 
Vergleich herangezogene Curve, direct die Differenz der Längen 
dieser Curve und der Extremalen angiebt. 

Diese Function von den 4 Argumenten ^, y, p = tg^, 
j7 = tg-Ö", wo sich X, y, p auf die genannte Curve beziehen, p 
aber auf die in ihr einmündenden Extremalen des Feldes, lautet *) 

1) Eneser, 1. c. p. 77 Formel 58. 
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Eine leichte Rechnang ergiebt unter Berücksichtignng der 
schon für -^ und g—p-~- gegebenen Formeln 



JE? = J^sin('9'— r)M;(tgr, y — xigT)dx. 

Dieser Ausdruck ist, wie er auch sein musste, allemal negativ. 

Folgende Eigenschaft ist für diese Function noch bemerkens- 
wert: 

Wenn wir die Function w succesive durch andere 
ersetzen, die stets grösser sind als die vorhergehen- 
den, so wächst auch E dem absoluten Werte nach be- 
ständig. 

um nun den auf Seite 33 behaupteten Satz zu beweisen, ver- 
fahren wir folgendermassen. 

Die Annahme ist die , dass w eine Reihe von Singularitäten 
besitze, so aber dass die Länge, d. h. das Integral 

/*" dx c^ 
r-/ sin (-ö* — r) «; dr 
cos-Ö-'io 

noch einen bestimmten endlichen Wert hat. 

Man grenze in der Umgebung der singulären Stellen endliche 
Gebiete ab und ersetze in diesen w durch eine reguläre Function 
w. Auf Grund der Voraussetzung, dass t(; stets positiv ist, ist 
es stets möglich, vo so anzunehmen, dass Q'^w'^w ist; auch 
wenn w gar keinen bestimmten, sondern einen vom Wege abhän- 
gigen Wert haben sollte. 

Construiert man nun eine Geometrie auf Grund der Hülfs- 
function m;, so ist sie an den betrachteten Stellen durchaus regu- 
lär. Die Grade ist in ihr also ohne Knick die kürzeste Verbin- 
dung, die j&-Function hat einen bestimmten negativen Wert. 

Wenn wir nun aber die Function w wachsen lassen, sodass 
sie sich w immer mehr annähert, so ändern sich auch die Werte 
für die Längen, aber so, dass die Differenz der Länge der Graden 
und der der verglichenen Curve stets wächst, da ja nach der Be- 
merkung über die Function ^, diese dem absoluten Werte nach 
stets wächst. 

Wenn wir nun aber w sich dem w ständig nähern lassen, so 
nähern sich die Werte der Längen ihren als existierend angenom- 
menen Werten für die Function w, 

3» 



— 36 — 

Denn wenn diese Länge existieren soll, so konneü die Singa- 
laritäten des inneren Integrals, falls sie überhaupt noch vorhanden 
sind, hinsichtlich der Variabein x entweder nur noch so auftreten, 
dass die singulären, durch den bestimmten Funct p^ h gehenden 
Strahlen, in so kleine Intervalle Jx eingeschlossen werden können, 
dass der Gesamtbeitrag dieser Intervalle zum Integral beliebig 
klein gemacht werden kann. Wenn aber w ausserdem noch Sin- 
gularitäten besitzt, die also das innere Integral nicht singulär 
machen, so lassen sich auf jedem Strahl durch p, h so kleine Inter- 
valle dt finden, dass der G-esamtbeitrag derselben zum inneren 
Integral, also auch zum ganzen, beliebig klein gemacht werden 
kann. Dies gilt, solange die Singularitäten isoliert auftreten oder 
nur discrete Verdichtungsstellen haben. Liegen aber die Singu- 
laritäten überall dicht, so lassen sich die Intervalle wenigstens so 
klein wählen, dass die Summe der Producte aus den Längen der 
Intervalle und der grössten Schwankung (also auch der Correctur) 
der Function im Intervall beliebig klein gemacht werden kann. 

Wir können also die Function w so wählen, dass die Abwei- 
chung der ursprünglichen Länge von der corrigierten beliebig klein 
wird; d. h. aber, wenn wir w dem Werte w annähern, so nähert 
sich die corrigierte Länge dem als existierend vorausgesetzten 
Werte an, den man erhält, wenn man wieder w an Stelle von w 
setzt. 

Wenn aber zwei Grössen, nämlich die Längen der verglichenen 
Curven, je einem bestimmten Grenzwerte zustreben und ihre Diffe- 
renz dabei stets grösser wird, so ist auch die Differenz ihrer 
Grenzwerte von demselben Vorzeichen, wie die der angenäherten 
Werte, und sicher von Null verschieden. 

Damit ist dann aber der Hauptsatz bewiesen. 

Wir wollen die in den Paragraphen 5 und 7 auseinanderge- 
setzten Theoreme an einem Beispiele erläutern. 

Es sei w als Function der beiden Argumente h und p für 
6>0 gleich 2, für 6<0 gleich 1. Offenbar tritt jetzt längs 
J = eine Unstetigkeit , also eine Singularität ein. Für alle 
gradlinigen Integrationswege, die 6 = schneiden, wird offenbar 
keine wesentliche Schwierigkeit auftreten, da nur an einer Stelle 
eine sehr einfache Unstetigkeit auftritt. Etwas anders steht es 
mit der Graden 6 = selber. Ihr entspricht nach § 5 in der x 
y-Ebene der Anfangspunct resp. das Strahlenbüschel durch den- 
selben. Das Integral 

/ 
j sin(fl'— r)u;(ft 
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hat • jetzt anf einer Graden dnroh den Anfangsponkt ^ » 0, 
y = an dieser Stelle zwei verschiedene Werte, je nacMem 
man sich von der einen oder der andern Seite dem Poncte nä- 
hert. Denn einem bestimmten Strahle durch entspricht in der 
j}6- Ebene ein Punct anf der p-Axe. Beim Durchgang durch den 
Nullpunct aber geht der Integrationsweg in seiner vollen AuS' 
dehnung von dem G-ebiete u; = 1 in das Gebiet u; = 2 über ; das 
obige Integral wird also einen Sprung erleiden. 

1, 2 {x^ <: 0, a?j > 0) seien zwei Puncte auf einer Graden 
durch X = 0, y = 0, deren Richtungsvrinkel dj , grösser als 

und kleiner als -^ sei; 3 sei ein Punct mit negativer Abscisse 

und positiver Ordinate, ausserdem so eingeschränkt, dass der Rieh- 

tungswinkel ^i^g-^-^-i nnd -ö*,, >0 sei. Dann ist offenbar 

*...<*...<*...< -f- (Siehe Figur 3). 

Diese Einschränkungen geben nur eine einfache üebersicht, 
sind aber nicht wesentlich. 
Als Integrationsconstante 

^^ wollen wir — -g- als be- 
quemsten Wert nehmen. Es 
thut dies nichts zur Sache, 
da die willkürliche Function 
u als blosse Function des 
Ortes bei der Vergleichung 
zweier Entfernungen zwischen 
denselben Puncten fortfällt. 
Zunächst construieren wir 
nach § 5 das Bild der Figur 
1, 2, 3 in der pb - Ebene und 
werden uns klar über die Integrationswege. (Fig. 4). 

Den Graden 12, 13, 23 entsprechen die Puncte (1, 2), (1, 3), 
(2, 3). 

In der Figur 4 ist offenbar den Ungleichheitsbedingungen ge- 
nügt: ^,.,<'^,..<:'^,,,<|- 

Den Puncten 1, 2, 3 entsprechen die Graden (1), (2), (3). 
Wenn wir also die Länge 12 bilden wollen, so haben wir das in- 
nere Integral auf allen Strahlen durch (1, 2) zu bilden und zwar 
vom Strahl (1) bis zum Strahl (2). Von diesen laufen einige (fiir 




Fig. 3. 
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die a; < ist) ganz im Gebiete I (& <: 0, w = 1) ; die andern ganz 
im Gebiete 11 (6 > 0, m; = 2). Die Integration ist zu erstrecken 

von -oo = *g(""Y) ^^^ ^^ ^1.« = tg"^!.!- 




Fig. 4. 
Also ist die Entfernung 12 gleich 



r^//"^*"-"""'^/'"^/*'?''*"-'^-* 



2 



% 

2 



^ l + sin'9'. , l + sin'9'. , 

cos-^i, cos-Ö*!, * 



Um nun die Entfernung 13 zu bilden, haben wir das innere 
Integral über jeden Strahl durch (1. 3) zu bilden und zwar von 
dem Strahl (1) bis zum Strahl (3). Jeder derselben gehört teils 
dem Gebiete I, teils dem Gebiete II an. Ist y = ^tgO-j , + 6j , 
die Grade 13, so erhält man den Wert von ^ = tg-ö* für den 
Schnittpunet des zu einem Puncte x, y der Graden 13 gehörigen 

Strahles mit der p-Axe (6 = 0) offenbar durch — . Denn dies 



X 



ist ja die Richtung des Strahles durch x^ y, für den b null ist. 
Also ist dieser Wert von tg-ö* gleich — ^—^ ^• 

Mithin ist das Längenelement auf 13 abgesehen von ds gleich 

/„ctg ^^^'.H^i.» ^ . 
sin('9',,— r)fl[r+ 1 sin(^, ,— r).2.dr 
__ ± ' ./ arctg **g^''»"^*^'' 
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1 Bin*,., 



cos 



*... \/i + (tg *...+%)' \/i + (tg*...+ ):'j 



Dabei ist zu beachten, dass die Wurzel stets positiv sein 
muss, da bei der ganzen Integration cos r > ist. 

Als Länge 13 erhält man durch Integration 

-V/a:;+(a;.tg»,.+"Q^. 

Hinsichtlich der Strecke 32 hat man zu beachten , dass nur, 
solange x <:0 ist, die Integrationswege durch beide Gebiete I und 
II laufen, dass sie aber, sobald a; > wird , nur mehr durch das 
Gebiet II laufen. 

Man erhält durch analoge Rechnung 



x^ — x. 



32 = 2-^^^-^-a;,tg^,., + 6,..-V^J + (ar,tg^...+6...y 

+ 2^,tg^,,„ 

6, j ist die zweite Constante der Gleichung der Geraden 32, also 
y = xtgd',, + b,,. 

Man erhält leicht die Relationen 

^.8 = ^i{tg^i,,-tg^,,3), 

K» = ^.(tg^,.,-tgd,..) 

und 

(^3-^i)tg^,.,+a^,tg^,,, = (^,-a;,)tg^,,,+a;,tg^,,,. 

Berücksichtigt man diese Relationen, so ergiebt eine leichte 
Rechnung : 

12-13-32 = -^^^.x, 

COS^i, 

wo 

cos — ^-^ — -'- ^ 

X = 1 



^1 8 "~ "^l 8 

cos — ii^— — J'i- 



Infolge der Bedingungen für die Winkel sind aber beide Ko- 



sinus positiv; denn 



2^,. 8- -^1.8 --^8,8 
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Ferner ist *',,s>*',.r 

Wenn 2-^1,— fl-i,— *•,, >0 ist, so ist infolge derselben Un- 
gleichheitsbedingungen 2^i > — '^i. s ~ '*«, s < ^i. s ~ "^s, s > ^Jso ist das 
zweite Glied von x grösser als 1, x also negativ; ist aber 

2««, ,-^, j--»-,, <:0, 
so ist ebenso 

- 2-^^ , + -Ö-, , + *2 , <: -Ö-j ,— e-, , 

also X wieder negativ. 

Da — ' ^ ' > 0, so haben wir das Resultat : 

Es ist trotz des sonst wesentlichen Einflusses 

der Unstetigkeit 12<:13+32, wie es ja auch unserm 
allgemeinen Satze entspricht. 

Für alle andern Lagen des Punctes 3 lässt sich die Rech- 
nung analog durchführen. 

§ 8. lieber höhere Singularitäten. 

Es erübrigt also nur noch, die Singularitäten zu 
untersuchen, diebewirken, dass dieLänge einenend- 
lichen bestimmten Wert nicht mehr erhält. 

L PnnctfSrmige Singularitäten. 

Der einfachste Fall ist der, dass eine solche Singularität an 
einer einzigen Stelle der pb - Ebene auftritt. Ihr entspricht dann 
in der art/- Ebene eine Grade. Nun kann es sein, dass bei allen 
Annäherungen an den Punct eine solche Singularität stattfindet; 
es ist aber auch denkbar, dass sie nur auf einzelnen in den Punct 
pb einmündenden Wegen eintritt. 

Wir haben demnach folgende Fälle: 

1) Auf der dem Puncte entsprechenden Graden der or^-Ebene 
giebt es nur eine isolierte Punctmenge singulärer Stellen, die 
aber Verdichtungsstellen haben kann. 

2) Auf der Graden giebt es eine überall dichte Menge solcher 
Puncte. 

3) Die ganze Grade ist continuirlich mit solchen singulären 
Stellen erfüllt. 

4) Die drei ersten Fälle wechseln auf der Graden ab. 

Wir wollen auch jetzt voraussetzen , dass w sonst eindeutig 
sei, dass also in regulären Gebieten das Monodromieaxiom und 
zwar das starke erfüllbar ist. Doch wollen wir nicht von vorn- 
herein (durch geeignete Wahl von u) dasselbe als wirklich erfüllt 
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annelmien; wir wfirden uns sonst zu einer Keihe intefessantef 
Möglichkeiten den Weg verbauen. 

Das schwache Monodromieaxiom aber ist allemal befriedigt. 

Nehmen wir in dem oben genannten speciellen Falle eines sin- 
golären Panctes das starke Monodromieaxiom als erfüllt an, so 
ist klar, dass dann alle singalären Pancte auf der Graden für 
jede Richtung unendlich ferne Pancte sind; die Congrnenzaxiome 
verlieren für sie ihre Gültigkeit, man hat sie als ideale Pancte 
anzanehmen. 

Denn die Länge ist in diesem Falle 



f -^ f sin {9' '-r)w dt. 



Das innere Integral wird also in der p&- Ebene längs der 
ganzen Graden durch den singalären Punct p^» ^o erstreckt, die 
zu dem betreffenden singalären Punct der icy-Ebene gehört; denn 
wenn r von O* — « bis zu -ö- läuft, läuft tgt = p von p durch oo 
wieder nach p , geht also einmal über den singulären Punct hin- 
weg, und zwar in einer Richtung, für die ja vorausgesetzt ist, 
dass das ganze Integral keinen endlichen Wert haben soll. 

Zu bemerken ist nur eines: Es kann möglicherweise dadurch 
für die singulare Grade selbst eine Ausnahme stattfinden, dass 
der sonst stets von Null verschiedene und reguläre Faktor 
sin('9'— r) gerade an der Stelle ^ = -ö-^ selbst null wird, sodass 
das innere Integral für den Spccialfall 6 = ft^, .§• = ^^^ endlich 
wird und zwar für alle x. Dann wird im Allgemeinen wohl auch 



cos» J ^ ^ ^ 



(aber nicht das innere Integral) für andere 6, d' bei Einmündung 
auf der Graden endlich bleiben, sodass wir dann den im vorigen 
Paragraphen erledigten Fall hätten; allein es lässt sich strenge 
nur im einzelnen vorgelegten Falle entscheiden, da aus der Con- 
vergenz eines Integrals an einer Unstetigkeitsstelle nicht stets 
und allgemein auf ein Unendlichwerden der Function in ganz be- 
stimmter Ordnung geschlossen werden kann. 

Abgesehen davon hat man also auf der Graden 
entweder eine isolierte Punctmenge mit möglicher- 
weise vorhandenen Verdichtungsstellen, oder eine 
überall dichte Punctmenge, oder eine kontinuirliche 
Strecke unendlich ferner Puncte, während sonst die 
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Geometrie regulär igt una überall das starke Mono- 
aromieaxiom erfüllt. 

Im Falle 3 kann man die Grade selbst, die Trägerin der sin- 
gulären Puncte, als uneigentliches Element ansehen; im Falle 2 
aber, wo es noch stets reguläre Stellen in jedem Intervall giebt, 
geht das nicht. Man hat dann also die Grrade als eigentliches 
Element anzusehen; aber es giebt auf ihr keine Länge; die Con- 
gruenzaxiome und auch das Stetigkeitsaxiom verlieren für sie 
ihre Grültigkeit; das letztere, da eine überall dichte Menge von 
Puncten als uneigentliche Elemente auszuschalten sind. 

Natürlich erleiden nunmehr nach Ausschluss der uneigent- 
lichen Elemente auch die andern Axiome gewisse Modificationen ; 
z. B. giebt es jetzt Graden, die sich nicht mehr in einem Puncte 
schneiden; es treten zum ersten Male „Parallelen^ auf. 

Ganz anders aber kann die Geometrie gestaltet werden, wenn 
wir auf das starke Monodromieaxiom Verzicht leisten. 
Dann können wir das innere Integral von einem festen Werte d-^ 
aus erstrecken; es giebt dann Werte -ö*, sodass das Intervall ^^ 
bis d" die singulare Stelle nicht enthält, für die also das Integral 
endlich bleibt. Wenn man auch zulässt, dass O* <: O-^ werden kann, 
so sieht man sofort ein, dass man es durch Wahl von O*^ frei hat, 
eine Seite der singulären Graden auszuzeichnen, indem dann beim 
Durchgange von der ersten Seite zur zweiten alle Entfernungen 
endlich bleiben, beim umgekehrten Wege aber, von der zweiten 
Seite zur ersten, alle Längen unendlich werden, d. h. in den 
Puncten der Graden, die wirklich singulär sind. 

Gewisse Gradenbüschel zeigen also in ihren Schnittpuncten 
mit der singulären Graden das eigentümliche Verhalten, dass in 
der einen Richtung alles regulär verläuft, in der an- 
dern aber die Axiome der zweiten Gruppe aufhören, 
ihre Gültigkeit zubehalten. Die Axiome der ersten Gruppe 
bleiben ungeändert, da ja keine Elemente als uneigentliche ausge- 
schlossen werden dürfen. 

Denkt man sich etwa eine Flüssigkeit nach den Gesetzen 
dieser Geometrie beweglich, so kann sie, wenn alle Puncte der 
Graden singulär sind, wohl von der einen Seite zur andern 
strömen, nicht aber umgekehrt. 

Es ist leicht einzusehen, in welcher Weise man durch An- 
nahme mehrerer, discreter singulärer Puncte in der ^6 -Ebene 
verallgemeinern kann. 

n. Allgemeine Bemerkiing. 

Bevor wir zur Betrachtung kontinuirlicher singulärer Punet- 
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mengen fibergehen, ist eine allgemeine Bemerkung voraasziischickeii 
in dem Falle, dass wir auf das starke Monodromieaxiom verzichten. 

Es erhebt sich nämlich die Frage: 

Inwiefern kann die untere Grenze d'^j resp. c = tgO"^ eine 
Function von x, y sein, d. h. in wieweit können wir die 
untere Grenze des inneren Integrals als vom Orte 
abhängig betrachten? 

Bis jetzt hatten wir c resp. ^^ stets als constant angenommen. 

Wenn nun c resp. ^^ Function von x, y sein soll, so muss 



A 



/sin('fr — r)u?dr 
offenbar die Form 

-r— cos -fl* + sin fr -z— 
ox dy 

haben. Also muss sich eine Function u {x, y) finden lassen, so dass 



un4 



flu -^ 

» 

030 "0 



du 



.*o 



= J cosrwdx 



ist. 

Die Integrationsbedingung ergiebt 

oder, da w(d'^) im Allgemeinen nicht null ist, 

Setzen wir wieder tg ^^ = c, so erhalten wir für c die Diffe- 
rentialgleichung 

de ^ __ Q 
dx dy 

Diese ist aber die für das Problem der Kürzesten speciali- 
sierte Form der partiellen linearen Differentialgleichung, deren 
sich Herr Hilbert*) in seinen Vorlesungen über Variationsrech- 
nxmg zur Behandlung der Jacobi'schen Bedingung ^u bedienen 
pflegt. 



1) Osgood, 1. c p. 124. 
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Ihre Bedeutung ist, kurz gesagt, die folgende: Greifen wiif 
eine einparametrige Schar von Extremalen heraus, so wird da- 
durch in ihrem Regularitätsbereich jedem Puncte a;, y der Ebene 
eine bestimmte Richtung zugeordnet. Wir erhalten so eine in 
einem gewissen Bereiche definierte Function von x^ y — nämlich 
jene Richtungstangente. Alle diese, durch beliebige Auswahl der 
einparametrigen Schar aus der zweiparametrigen der Extremalen 
erzeugten Functionen genügen der betreffenden partiellen Diffe- 
rentialgleichung erster Ordnung, im Specialfalle der Kürzesten 

also der partiellen Differentialgleichung ^+c^ = 0^)- 

Für die Wahl der Grösse c, oder der Anfangsrichtung -O-^, 
haben wir also folgende sehr einfache Regel : 

„Die Anfangsrichtung d'^ ist in jedem Puncte der 
Ebene so zu wählen, dass man alle Anfangsrich- 
tungen nebst ihren punctf ö rmigen Trägern in der 
ganzen Ebene zu einer einfachen Gradenschar zu- 
sammenordnen kann.^ 

Es ist klar, dass ^^ = const. ein Specialfall ist. Auf Grund 
dieser Regel können wir jetzt zur Untersuchung complicierterer 
Singularitäten übergehen. 

in. Singulare Curven In der ^6-Ebenc. 

Es sei in der pb - Ebene eine singulare Curve gegeben. Der- 
selben entspricht dann nach § 5 in der :z;y -Ebene eine singulare 
Curve nebst ihren Tangenten. 

Für jede Tangente gilt nun im Allgemeinen das vorher für 
die einzelne Grade Gesagte. Doch tritt eine neue Schwierig- 
keit auf: 

Wir konnten im Falle eines einzigen singulären Punctes an- 
nehmen, dass die Function w bei Annäherung an denselben in 
ganz verschiedener Weise unstetig wurde. Hier, wo die Singu- 
laritäten sich continuirlich aneinanderreihen, müssen sich natür- 
lich die Unstetigkeiten gegenseitig beeinflussen. Allgemeingültige 
Sätze lassen sich wohl kaum darüber aufstellen; die Schwierig- 
keit ist eine ähnliche wie die Seite 41 erwähnte : aus der Con- 
vergenz eines Integrals lässt sich nicht mit Sicherheit auf das Un- 
endlichgrosswerden einer Function w in bestimmter Ordnung 
schliessen. Die genaue Discussion aller möglichen Fälle bleibt 
also für jeden Einzeltypus der Function w unerlässlich. 



1) Die Extremalen selbst (die Graden) sind die characteristischen Curven der 
partiellen Differentialgleichung. 
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Wir wollen daher hier nur einige Einzelfälle herausgreifen. 
A) Die singulare Curve in der jpi-Ebene sei eine 
Grade. Ihr Bild ist in der xy-Ebene ein Strahlbüschel. 
Folgende Unterfälle sind besonders einfach : 

a) Das innere Integral bleibt endlich für alle Richtungen in 
der jp6- Ebene, die nicht mit der singulären Graden selbst zu- 
sammenfallen. Wir haben dann in der ^ry- Ebene nur einen sin- 
gulären Punct, nämlich das Centrum des Strahlbüschels. Im All- 
gemeinen wird aber auch für dieses die Länge endlich werden; 
sodass wir den im § 7 erledigten Fall haben. Ein Beispiel dieser 
Art ist 

'^■" (y-^tgr)- 

wo fi -<: 1 ist. 

b) Das innere Integral wird bei jeder Art der Einmündung 
auf die singulare Grade unendlich. Wenn wir jetzt das 
starke Monodromieaxiom beibehalten wollten, so 
wäre eine Massbestimmung überhaupt nicht mög- 
lich, da alle Integrationswege einmal die singulare Grade schnei- 
den müssten, das innere Integral also stets unendlich wäre. 

Wenn man aber dar auf verzieht et, kann man in 
folgender Weise eine eigenartige Geometrie con- 
struieren. (Fig. B). 

Wir nehmen c variabel. Als Feld zur Bestimmung von c 
können wir nun aber im Allgemeinen nicht die singulären Graden 
selbst gebrauchen; denn dann würde die Länge doch wieder un- 
endlich gross werden, indem die Integrale in der p2)- Ebene dann 
alle von der singulären Graden ab erstreckt würden. 

Man kann aber etwa das Centrum des singulären* Strahlen- 
büschels in der xy- "Ebene mit einer kleinen, geschlossenen con- 
vexen Curve umgeben und mit deren Halbtangenten die Ebene 
ausserhalb der Curve einfach bedecken. Dieses Gradensystem 
kann man als Feld betrachten und daraus c bestimmen. 

Indem man nun auch tg ^ <c c werden lässt , kann man er- 
reichen, dass allen von einer Seite in einen singulären Strahl der 
xy-lSbene einmündenden Wegen endliche Längen entsprechen, den 
von der andern Seite einmündenden aber nicht. 

Man hat somit eine Geometrie, in der man sich auf jeder 
Graden, ausser den singulären durch das Centrum, in einer be- 
stimmten Richtung, auf andern Curven aber immer nur in einem 
bestimmten Drehungssiim um das Centrum des singulären Büschels 
herum bewegen kann. 
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Das Centram y sowie ein beliebig kleines Gebiet um dasselbe 
hemm sind ausgeschlossen. 

Die Congruenzaxiome sind nur nach einer Seite 
auf jeder Grraden erfüllbar, auf den singulären überhaupt 
nicht. 



Fig. 6. 

In der Figur ist die ausgezeichnete Richtung der Graden 
durch den Pfeil bezeichnet. 

Die Verallgemeinerung auf mehrere singulare Graden der 
p6- Ebene ist leicht. Haben wir 2 Graden, so entspricht 
jeder ein Strahlbüschel in der rry- Ebene. Zieht man von einem 
beliebigen Puncte der xy- "Ebene die Strahlen nach den Centren, 
so erhält man vier WinkelöfFnungen. Wählen wir eine aus und 
nennen sie I, die andern, in continuirlicher Reihenfolge sich an- 
schliessenden II, III, IV. Dann ist eine Geometrie construierbar, 
in der wesentlich alle Richtungen aus der Winkelöffnung III in 
die Winkelöffnung I endliche Länge haben, sonst aber keine. Man 
muss sich natürlich, um eine Geometrie zu erhalten, die Winkel- 
öffnungen I stetig aneinanderschliessend denken. 

Geht man nun von einem Puncte und einer Winkelöffnung 
aus und nähert sich der Verbindungsgraden der Centren, so zeigen 
die beiden Abschnitte ein verschiedenes Verhalten. Auf dem einen 
reduciert sich I auf 0^, auf dem andern aber erweitert sich I zu 
180°. Auf dem letzteren Abschnitt wird man also die Verbin- 
dungsgrade passieren können, auf dem ersteren nicht. Man wird 
diesen also als ein Aggregat uneigentlicher Puncte aufzufassen 
haben. 
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Die beiden so möglichen Tjrpen sind natürlich nicht wesent- 
lich verschieden, solange man die früher eingeführte unendlich 
ferne Grade als völlig gleichberechtigt ansieht. Darüber aber 
noch später. 

Nimmt man die unendlich ferne Grade als uneigentliches Ele- 
ment, so hat man zwei Arten von Geometrieen; die eine 
gestattet einUmkreisen derCentren in bestimmtem 
Sinne; die andere eine Bewegung von der einen 
Seite der Verbindungsgraden zur andern durch die 
Oeffnung zwischen den Centren, vergleichbar dem Strömen des 
Wassers durch eine Schleuse. (Fig. 6), 
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Fig. 6 b. 

Um die Richtigkeit der Behauptung zu beweisen, ist nur noch 
zu zeigen, dass man c passend wählen kann. Man umgebe die 
Centren sowie das auszuschliessende Stück ihrer Verbindungs- 
graden mit einer nirgends concaven Curve. Deren Halbtangenten 
werden dann die Ebene ausserhalb des abgegrenzten Streifens ein- 
fach überdecken und zwar so, dass keine von ihnen durch ein 
Centrum geht. (Siehe Figur 6 a). Das so entstehende Feld kann 
man daher zur Bestimmung von c benutzen. Denn die durch c 
jedem Puncte zugeordnete Richtung liegt in der Winkelöffnung, 
die wir gerade brauchen. 

B) Gehen wir jetzt zu dem allgemeineren Falle über, dass 
die Singularität in der ^6-Ebene ein Stück einer 
von einer Graden abweichenden Curve ist. Ihr Bild 
in der xy-Ehene ist dann ein Bogen nebst seinen Tangenten. 

Wir wollen auch hier wieder nur einige typische Fälle in 
ihrer Besonderheit zu characterisieren versuchen. 

1) Betrachten wir in der 2)6 -Ebene einen sich beiderseits ins 
Unendliche erstreckenden Curvenzug ohne solche Puncte, in denen 
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die Tangente mehrfach berührt, und ohne Spitze. Dem entspricht 
dann in der rry- Ebene ein Bogen ohne Wendepunct und Spitze; 
die Tangenten der Endpuncte sind der y-Axe parallel. (Fig. 7). 
Es giebt daher ein Gebiet I, von dem aus es gar keine Tangente 
an den Bogen giebt; in diesem Gebiete ist also die Geometrie 
völlig regulär. Dann giebt es 2 Gebiete 11 und IV, von deren 
Puncten aus es je eine Tangente giebt; schliesslich existiert ein 
Gebiet III, von dessen Puncten aus es zwei Tangenten giebt. 

Man kann also entweder eine in dem Gebiete I al- 
lein existierende, reguläre Geometrie construieren, 
für die auch das starke Monodromieaxiom erfüllt ist, 
oder man kann auf letzteres verzichten, dann aber die 
Geometrie weiter ausdehnen. In den beiden Gebieten (II, 
IV) giebt die Tangente wieder eine Grade, die man in einer Rich- 
tung durchdringen kann, in der entgegengesetzten nicht. Man 
wähle in einem der beiden Teile, etwa in II, den Sinn beliebig, in 
dem ein Fortschreiten möglich sein soll. Im Gebiete III muss 
man dann von den vier Winkelöffnungen die sich an das zweite 
Gebiet stetig anschliessende wählen. In dem Gebiete IV bleibt 
unter den beiden Seiten der Tangente keine Wahl mehr ; die Mög- 
lichkeit stetiger Fortsetzung bestimmt die zu wählende Seite. 

Man kann also so um das Curvenstück herum nur 
in einer bestimmten, aber wählbaren Richtung aus dem 
regulären Gebiete wieder in das reguläre Gebiet zu- 
rückgelangen. 

Um das Feld c zu construieren, umgebe man die singulare 
Curve in der a;y-Ebene mit einer benachbarten, die an der Seite 
von IV den Endpunct mit ihr gemeinsam, aber daselbst verschie- 
dene Richtung d'^ hat. An der Seite von 11 möge sie das Ende 
der Curve halbkreisförmig umgeben, so weit, bis die Richtung 
der Endtangente parallel ist der Richtung d-^ der Anfangstan- 
gente am Gebiete IV. Auf der Hülfscurve durchläuft also der 
Richtungswinkel d' der Halbtangente einmal das Intervall von d'^ 
bis •9'o + 2ä. In I nehmen, wir zilm Felde c diese Richtungen der 
Halbtangente, soweit sie schon hineinragen, sonst die Parallelen 
zur Richtung d'^. Alle Gebiete sind jetzt von einem continuir- 
lichen Felde von Strahlen einfach bedeckt ; ausgeschlossen ist nur 
ein gewisser Streifen zwischen der Hülfscurve und der singulären 
Curve. 

Das hier gebrauchte t^ ist natürlich von den früheren ver- 
schieden. Was früher d'g = arctg c hiess, ist hier vorübergehend 
mit 9 bezeichnet. 
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Fig. 7. 

2) Nehmen wir in der pb - Ebene zu der ersten Curve ohne 
Wendepunct und Spitze noch eine zweite ebensolche, die erste 
nicht schneidende hinzu, der Art, dass beide zusammen eine hyper- 
belähnliche Curve bilden mit zwei Asymptoten, so ist das Bild 
dieser Figur in der (cy-Ehene eine geschlossene Curve nebst ihren 
Tangenten, ohne Wendepunct und ohne Spitze. (Einer exacten 
Hyperbel entspricht eine exacte Ellipse). 

Die ganze a?y- Ebene zerfällt jetzt in zwei Teile, einen in- 
neren Teil, von dem aus es keine Tangenten giebt, und einen 
äusseren, von dessen Functen aus es je zwei Tangenten giebt. 

Hält man am starken Monodromieaxiom fest, so 
hat man also eine im ganzen Innern der Curve regu- 
läreGreometrie; die Puncte der Curve selbst und alle äusseren 
Ponete sind uneigentliche Elemente. 

Es ist augenscheinlich, dass die in § 4 besprochene Hilbert- 
sche Geometrie unter diesen allgemeineren Typus fallt. Nur ist 
die Function w dort schon völlig durch die Gestalt der hyperbel- 
formigen Curve bestimmt, während im allgemeinen Fall das natür- 
lich keineswegs zu sein braucht. Der Beweis kann entweder di- 
rect geführt werden , oder mit folgender einfadier Ueberlegong: 

4 
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Die Form der singulären Curve ist in der p&- Ebene vollständig 
bestimmt durch die Form der Curve in der xy- "Ebene und umge- 
kehrt. Diese aber giebt ja vollständig die Massbestimmung, also 
auch die Function w ; mithin ist w auch bestimmt durch die Form 
der Curve in der pb-Ehene. 

Leistet man auf das starke Monodromieaxiom 
Verzicht, so erhält man noch folgende beiden Typen 
von Geometrieen: 

a) Die Geometrie ist im Innern völlig regulär und steht mit 
der aussen existierenden in Verbindung. Man erhält dies folgender- 
massen: Zur Construction des Feldes, das die Grösse c bestimmt, 
verwendet man ein Strahlbüschel, dessen Centrum im Innern liegt. 
Dann wird in jedem Puncte ausserhalb die Länge in den beiden 
von den Tangenten und der Curve gebildeten Winkelöffnungen 
endlich und zwar in einer bestimmten Richtung. Entweder ge- 
stattet die Geometrie nur den Austritt von dem Innern in das 
Aeussere oder umgekehrt — je nach Wahl — nur den Eintritt 
von dem Aeusseren in das Innere. 

ß) Die Geometrie zerfällt in zwei Teile, einen regulären im 
Innern, für den man auch das starke Monodromieaxiom voraus- 
setzen kann, und einen äussern, der aber der auf Seite 46 — 47 be- 
schriebenen Geometrie analog nur eine Bewegung um das Innere 
herum in einer bestimmten, aber wählbaren Richtung gestattet. 
Den Anfangswert c erhält man so, dass man um die geschlossene 
Curve in beliebiger Nähe eine andere geschlossene, convexe Curve 
legt und mit deren Halbtangenten das ganze Aeussere einfach be- 
deckt. Der Streifen zwischen beiden Curven ist dann freilich aus- 
geschlossen. 

3) Nehmen wir in der jo6-Ebene eine geschlossene 
convexe Curve, so ist deren Bild in der rry-Ebene eine 
hyperbelartige Curve mit 2 Asymptoten. Ein princi- 
pieller Unterschied zwischen diesem Beispiele und dem vorigen 
existiert natürlich nicht, da ja die in der Darstellung ausgezeich- 
nete „unendlich ferne Grade" an sich keine besondere Rolle spielt. 
Diese Geometrie steht zu der in 2) besprochenen in demselben 
Verhältnis wie die in Figur 6 b dargestellte zu der in Figur 6 a 
dargestellten. 

Es möge daher diese kurze Andeutung genügen. 

Hiermit sollen die zu gebenden Beispiele abgeschlossen sein; 
es ist natürlich nach keiner Seite hin in dieser Darstellung Voll- 
ständigkeit beansprucht; die Absicht war nur, einige typische 
Fälle hervorzuheben und Methoden zur Behandlung zu geben. 
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§ 9. lieber die „unendlich ferne" Grade; das Eudid'sche 



Die „unendlich ferne" Grade war zunächst ohne jede 
Sonderheit; sie hatte zur Bezeichnung die Coordinaten a; = oo, 
y = oo erhalten. In der folgenden Behandlung aber lag eine ge- 
wisse Zurücksetzung derselben. Damit sie nämlich nicht uneigent- 
liches Element werde, ist nicht hinreichend, dass tv für a; == oo 
y = oo regulär ist ; sondern es muss w; — im Allgemeinen wenig- 
stens — von höherer als der ersten Ordnung null werden, damit 
das Integral 

— I 8ui(d' — t)wat 

cos^ / 

einen endlichen Wert hat. Hat dieses Integral keinen endlichen 
Wert für irgend ein d", so ist die unendlich ferne Grade als un- 
eigentliches Element aufzufassen und spielt dieselbe Rolle, die 
sonst uneigentliche Elemente spielen, d. h. sie übt ihren Einfluss auf 
die Axiome der letzten Gruppe aus und vor allem auf das Axiom, 
dass alle Graden sich in einem Puncto schneiden ; es entsteht der 
Begriff der Parallelen. 

Wenn aber für einzelne & oder für alle ^ das Integral einen 
endlichen -Wert hat, so ist die „unendlich ferne" Grade nicht un- 
eigentliches Element ; die sie schneidende Grade hat in ihrer 
ganzen Ausdehnung eine endliche Länge. Trifft dies für alle ^ 
zu, so haben wir eine Geometrie von allgemein elliptischem 
Typus, es giebt gar keine Parallelen, falls nicht sonst im End- 
lichen uneigentliche Elemente liegen. 

Es ist aber klar, dass die unendlich ferne Grade so gut, wie 
ein im Endlichen gelegener Curvenzug nur zum Teil uneigentliche 
Elemente enthalten kann ; wir haben dann z. B. eine Geometrie, 
die zum Teil elliptischen, zum Teil parabolischen, oder gar hyper- 
bolischen Typus hat. 

Ausser der MinkowskTschen Geometrie giebt es 
natürlich noch viele, die das Parallelenaxiom der 
Euclid'schen Geometrie erfüllen. Es braucht nur tv 
eine für alle endlichen Werte der Argumente y, x endliche posi- 
tive Function zu sein der Art, dass sie für unendliches x resp. y 
nicht so null wird, dass die Länge endlich bleibt. Ein Beispiel ist 

w = c" -h a' sin" r -)- (y cos r — o; sin r)'. 

Das Längenelement wird 

d8[c* + ^{xcoQd' + yBm»y+^a\l + coH'») + ^{x'+y')]. 

4* 
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w ist för alle endlichen r, x, y endlich; die G-esamilange einer 
Graden aber wird unendlich. 

Bas starke Monodromieaxiom ist erfüllt. 

In dieser Geometrie sind also alle Axiome der 
gewöhnlichen Geometrie erfüllt mit Ausnahme des 
sechsten Congr uenzaxioms. (Siehe p. 32 §6). 

§ 10. Verallgemeinening des Begriffes „Aichcurve''. 

Angenommen, lo sei längs eines Stückes der y-Axe regulär, 
eine Annahme, die keine wesentliche Beschränkung bedeutet. 

Bilden wir jetzt in Polarcoordinaten r, %• für jeden Punct 
a; = 0, y = 2^ als Anfangspunct die Curve 

SO fällt diese für den Fall, dass xv von b unabhängig ist, mit der 
Minkowski'schen Aichcurve zusammen. 

Für unsere Curve gilt die Differentialgleichung 



-d) , 1 



r-+— = w{^,h). 



Soweit w willkürlich ist, ist die Curve auch willkürlich, denn 

\-zr-\ und i^r— 1 sind natürlich willkürliche Functionen von 
\dxjx=(i \dyU=o 

y resp. &. 

Ist das schwache Monodromieaxiom erfüllt, so heisst das offen- 
bar, dass zu jedem ^+2/fÄ dasselbe r gehört wie zu -&• (fc eine 
ganze Zahl), dass die Curve also geschlossen ist. Ist das starke 
Monodromieaxiom erfüllt, so gehört zu jedem &+k% dasselbe r 
wie zu 0", die Curve ist also in bezug auf a; = 0, y = 6 sym- 
metrisch. 

Da aber, wie wir schon früher sahen, 

d»* ^ r 

bis aaf einen positiven Factor gleich der Krümmnng der Corve 
ist, so sagt to >■ aas, dass die Corve stets convex ist. 

Damit haben wir das Resultat: 

Man erhält die allgemeiiiste ebene Cleometrie, in der 
die G-rade Kürzeste ist, in folgender Weise: 
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um jedpn Ptinct einer Graden, die wir zur y-Axe machen, be- 
schreibt man eine convexe Carve. Man setze dann die Gleichung 
dieser Corve in Polarcoordinaten r, -O- um den Punct der Graden 
in der Form an, die stets zn erhalten ist: 

1 =rg(^,h) 
oder 

ja 

1 = r|/8in(^-r)«,(r,6)c7r + (||)_^C03^+(f )^^^8in*|, 

wobei b der Parameter ist, der den Punct auf der Graden mar- 
kiert, und u{x,h) noch in mannigfacher Weise gewählt werden 

kann, nur so, dass (•^l nnd \-^\ gegebene Functionen von 

h sind. 

Dann ist das Längenelement der gesuchten Geometrie gleich 



* 



(faj / sin (-&•— T)w?(r, y — a? tgr)e?r+-^cosd+ ^— sin-Ö-l; 

die Länge also bis auf eine blosse Function des Ortes (unabhän- 
gig von dem Verbindungswege der Endpuncte) bestimmt. 

Ist die gewählte Curve symmetrisch, so kann 
das starke Monodromieaxiom erfüllt werden durch 
passende Wahl von u, das dann völlig bestimmt ist. 

Ist die Curve nach einem Umlaufe geschlossen , so ist das 
schwache Monodromieaxiom erfüllt, wie sonst auch u — aber in 
Uebereinstimmung mit dem oben Gesagten — gewählt werden mag. 

Diese, die Geometrie also wesentlich bestimmen- 
den Curven mögen „Aichcurven" heissen. 
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Kapitel U. Die Geometrieen im Räume. 

§ 11. Die Aziome der projectiven Oeometrie und der Mass- 

bestimmuiig. 

Wenn wir jetzt zum Räume übergehen, so stehen der Verall- 
gemeinerung der Bemerkungen des § 1 keinerlei Schwierigkeiten 
im "Wege, wie schon dort bemerkt wurde. Wir können also 
jedem Punkte ein Zahlentripel x, y, js beilegen; die Grade ist 
dann dargestellt durch die Gleichungen 

y = px + u, 
z = qX'\'V 

oder durch die Differentialgleichungen 

- - = und -^ = 0. 

Was nun die Untersuchungen des § 2 angeht , so haben die 
Analogieen zu den dort aufgestellten Forderungen 1) und 2) ein 
analoges Resultat; es lässt sich nämlich die Länge einer grad- 
linigen Strecke darstellen durch das Integral: 

/;(x, y, z, y\ z')äz. [y' ^% ^ = ^) 

Analog der Forderung 3) des § 2 werden wir auch verlangen, 
dass g alle vierten Differentialquotienten im Allgemeinen be- 
sitzen soll. 

Für andere Curven werden wir dann die Länge eines Ab- 
schnittes durch obiges Integral definieren und zwar dasselbe längs 
der Curve erstreckt. 

Für den Fall, dass y' oder £?' unendlich wird, gilt derselbe 
Zusatz wie Seite 13. 

Wenn wir nun analog wie in § 2 die Archimedische For- 
derung aufstellen, dass die Grade die kürzeste Ver- 
bindung zwischen zwei gegebenen Puncten sein soll^ 
so zerföllt diese Bedingung wieder in drei andere: 

4 a) Es müssen die beiden partiellen Differentialgleichungen 
erfüllt sein, die durch Vergleichung der Differentialgleichungen 
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der Grraden mit den Lagrange'schen des Variationsproblems ent* 
stehen, nämlich 

^ ^ ~ dpdx'^ dpdy^'^ dpda^ dy' 

^ dqdx^ dqdy^^ dqdjs^ dz 



(P = y'i i ^ ^') 



Um g zu finden, könnte man ein Verfahren einschlagen, das 
sich an das von Darbonx für das ebene Problem benutzte an- 
lehnt. Wir diflPerentiierten jede der Grieichnngen einmal nach p 

und einmal nach q und erhielten so, dass -^, ^ ^ , Vr le von 

der Form sein müssten W{py q, y—px^ ^~9!^)> wo jedesmal W als 

Function der vier Argumente i>, ?, w = y^P^) v = z—qx der 

d*W d*W 

Differentialgleichung genügen müsste ^ = ^ ^ * 

Es ist jedoch aus Gründen, einmal der Symmetrie, dann aber 
auch der practischen Rücksicht, wie wir bald sehen werden, vor- 
teUhafter, einen etwas andern Weg einzuschlagen. 

Wir setzen 

p = rcos€, 

q = rsin£ 

und betrachten r und s als neue Variable. 

Dabei bedeutet jetzt r = ± \Jp^ + g* die Tangente des Win- 
kels, den die Grade mit der ausgezeichneten Richtung, der a;-Axe, 
einschliesst ; s ist der Winkel, den die Projection der Graden auf 
die y^-Ebene mit der y-Axe bildet.' 

Da nun 



a 

dr 


d , d . 

-:r-C08S + -r- 810 6, 

dp dq 


d 
ds 


d . d 
— -r— sin e + -5- cos s, 
dp dq 



SO erhält man aus den Gleichungen 1, 2 für g, aufgefasst als Func- 
tion von Xj y, z, r, £ die beiden Differentialgleichungen 

T\ ö"flf . d*g d*g .dg dg . ^ 

I) -^-^ — h ^ ^ rcos£+ ^ ^ rsina — 3^ cos£ — ^ sin£=0. 
^ drdx drdy drdz dy de 

II) 3-?-+ -E-^ r cos £ H- -5-|- r sin £ -}- 3^ r sin £- 3^ r co8£ = 0. 
^ dsdx dsdy dsdz dy dg 
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Diflereutiiert man die &leichang I jetzt nach r, so erhalt 
man für -^ = J. die Gleichung 

dA , dA ^ . dA ^ 

-5 — h r cos e -5 — h ^ sm £ -^— = 0. 
dx dy de 

Das allgemeine Integral derselben ist 

W(r, £, y — xrcos«, st—xr^mB). 

W ist eine willkürliche Function, von der wir die unwesentliche 
Voraussetzung machen wollen, dass sie in der Nähe von r = 
existiere und regulär sei. 
Es ist dann 



rr 

r/ 



T f 

g =ffw{r, £, y—a;r cos ß, a—rx sin £)drdr 



ein particuläres Integral der ersten Differentialgleichung. Denn 
jedenfalls befriedigt g die erste Differentialgleichung bis auf einen 
von r unabhängigen Zusatz. Da aber für r = g = wird, 
und gr = die erste Differentialgleichung befriedigt, so ist der 
von r unabhängige Zusatz identisch null. 

Die allgemeine Lösung ist dann enthalten unter der Form 



rr 




g = Jj^i^i ^1 y—xrQOBs, e—xr sin B)drdr+rx{B^ x, y, £?)+A(«, a;, y, z). 



Die erste Gleichung (I) giebt für h und X die einzige Bedin- 
gung: 

TT-r\ ö^ dA , dX . 

111) . ^— = -r-cos« + -x-sin£. 

ox oy oz 

Eine einfache Ueberlegung giebt noch weitere Resultate: 

Für r = fällt offenbar die Richtung der Graden mit einer 
Parallelen zur a?-Axe zusammen; ihre Projection auf die yz- 
Ebene ist ein Punct, s also unbestimmt. Wenn also für die 
Parallelen zur x - Axe ein bestimmtes Längenelement existieren 
soll — und das wollen wir im Allgemeinen annehmen — so muss 
für r = p von b unabhängig sein. Daraus folgt aber sofort : 

lY) X ist von B unabhängig. 

Differentiieren wir Gleichung I nach b und Gleichung U nach 
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r, and sabtrahieren alsdaan beide von einander , so erhalten wir : 

r ^ ^ cos g — Bin g -r— ^— = r sin « -^-|- + cos « 



drdß 06 09 dsdy dsdy 

Differentiieren wir diese Gleicbnng nocb zweimal nach r und 
setzen wieder -^ = W. so erhalten wir: 

2 — ^ — cos « + r -^ ^- cos tf — sin tf -^-^— = 2 sin « -v — 
da ozor OB dz oy 

Cr oy 06 oy 

Führen wir nnn statt r, s, y, x die nenen Yariabeln ein r, $, 
u s= y — xr cos Sj t? = xr— xrsin«, so erhalten wir durch leidite 
Umrechnung die partielle DijGFerentialgleichung, der W genügen 
muss 

r cos s -^—^ r sin « .:-^ cos « ., -^ sm s -£—^- 

övor ouor ob du osov 

+ 2 cos « -^ 2 sin fi -5 — = 0. 

dv du 

Setzen wir wieder rcos;« = p, rsin« = g, so nimmt diese 
partielle Differentialgleichung die Form an 



dp 



/ « «N OTT 






dv 
oder, falls wir Cp'+2*)W = Ä(p, q, m, v) einfahren, 



V) 



dudq dvdp 



Für diese Gleichung erweist sich also die Beibehaltung der 
alten Yariabeln als formal vereinfachend. 

Da wir nun zur Herleitung der Gleichung V ausser der schon 
erfüllten Gleichung I, nur die Gleichung II benutzt haben und 
dabei nur Differentiationen nach r angewandt, da ausserdem alle 
Zwischengleichungen von (7 = und r = befriedigt werden, 
so schliesst man analog wie bei I, dass auch II erfüllt ist durch 



rr 



g = SfWdrdr, 



wenn nur W die Gleichung V, resp, h die Gleichung V erfüllt. 
Da nun 11 in jf linear ist, muss noch xr+X für sich allein 
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II befriedigen. Da dies identisch in r geschehen mnss, erhalt 
man unter Berücksichtigung von IV 

+ sin«-T ;r-cos« = 



ÖBdx dy de 

und 

T7T\ ^'* , 3*je . , . d« d« ^ 

VI) -5—5— cos B + -5—^— sm fi + sin c -5 cos « 3- = 0. 

^ OBÖy OB 00 dy dz 

Die erste Gleichung ist durch III und IV von selbst erfüllt. 
DifFerentiiert man VI nach x und setzt nach III 

ÖTC ÖA . ÖA . 

-^- = -^- cos £ + -r- sm B. 
dx dy de ' 

wobei man beachtet, dass A von b unabhängig ist, so erhalt man 
einen Ausdruck, der identisch verschwindet. 






erfüllt also VI. Setzen wir 

J Xdx = n(x, y, e), 


so folgt 

. . äu(Xj y, e) , . . 

wo jetzt $ noch allein der Diiferentialgleichung VI genügen muss. 

Unter -~- ist verstanden -J--^ -J^-P'^-J^Q) während die obige 
c(x ox oy oz 

Integration von A nach x nur partiell erfolgen soll, also bei con- 

stantem y, z. 

Setzen wir jetzt r = tg-ö", so wird, da 

fdrfwdr = f{r-Q)W{Q)dQ 
15 

ist, 

* d 

9 =/(tg^-tgr)Pr(tgr)^ + xtgd + A 

also 

g s= ;r- 1 / sinfft — T)Mj(r, «, w, v)dir + xsin d+Acos d}. 

^ cos-ö" ^^ V ^ ^ ' ' ' / ' 
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TT 
Dabei ist «> = — =— gesetzt. 

Damit ist eine der früheren für die Ebene ganz analoge Form 
erreicht, wenn wir 

cos^ ^r+^«^g>- ^ i-ay+a^ 

setzen. 

4b) Die Legendre'sche Bedingung des Minimums ver- 
langt, dass 

Vn) 9,, = g^ und g„g,-9\, 

wesentlich positiv sind. 

Es muss also g^^X^+2XYg^^-{-Y^g^^ eine positiv definite 
Form sein. 

Non ist aber 



( 



g^ = C08'£ör,,4-25r^sin£C0Sfi+5'„sin*fi 

grr = -^r gesetzt n 

Hier steht rechts eine quadratische Form, die also nach 

obigem auch positiv sein muss. 

dx 
Mithin muss, solange -p positiv ist, 

VII a) W eine positive Function seiner Argumente sein. 

Natürlich ist dies noch nicht hinreichend dafür, dass g^,^ und 
^PP^w—^J. positiv sind. 

Man kann daraus noch eine Bedingung ableiten, die dann zu- 
sammen mit W> auch hinreichend ist ; wir brauchen aber 
diesen Ausdruck nicht aufzustellen, da wir später stets nur 
9,,>0 und g,fg,,'-g*„>0 benutzen werden. 

Da wir die Extremaleigenschaft für alle Graden verlangen, 
so ist die Weierstrass'sche Bedingung von selbst erfüllt, 

dx 
sowie die Legendre'schen allgemein erfüllt sind und -^ = cosd 



positiv bleibt. 

4c) Wenn aber -r- negativ wird, also r durchs Unendliche, 



X 



d. h. ^ durch ± -5- hindurchgeht, muss für jedes « W sein Zeichen 

wechseln. Dies folgt genau so aus der Weierstrass'schen Bedin- 
gung, wie wir es für die Ebene in 4 b) und 4 c) §2 gefolgert haben. 
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1 

Es muss also w = — — W stets positiv aeisu 

cos r ^ 

Wir haben mithin das Gresamtresnltat: 
Die Länge lässt sich darstellen dorch 



fds \fsm(d'—t)w(rj «, y— «tgrcos«, je?— a;tgrsinfi)dr+sind'5(y, jer, s)] 

xi 

Dabei ist w eine stets positive Function, und es 
genügt W =^ w cos* t als Function von r = tg r, s, u, v der Diffe- 
rentialgleichung (V). Ausserdem muss 

noch den Bedingungen VII genügen, solange -p>0 ist. Ist 

■-,— < 0, so tritt <7^^ < an Stelle von g^^, > 0. 

An Stelle der Bedingung für g^^^ kann auch treten m? > 0. 
Es ist aber noch folgender Zusatz zu machen: 
Falls w so beschaffen ist , dass für ein bestimmtes xya das 
Längenelement für alle -Ö* existiert — dass es solche w giebt, zeigt 
der Specialfall, dass tv von u, v unabhängig und dann als Func- 
tion von r, s ganz willkürlich angenommen werden kann, also 
auch so, dass es für alle Werte von r existiert — so muss 

VIII) f sin TW dt von e unabhängig sein, 



damit es für die durch ^ ^= x völlig bestimmte Richtung auch 
ein bestimmtes Längenelement giebt. 



§ 12. üeber die Monodromieaziome. 

I) Wenn das schwache Monodromieaxiom erfüllt sein 
soU , d. h. wenn für dieselbe Stelle im Räume und dieselbe Rich- 
tung das Längenelement dasselbe sein soll, so muss nach analogen 
Ueberlegungen wie in der Ebene, w sowohl als Function von a 
als auch als Function von r die Periode 2ar haben. 

Oder aber, es ist w eine eindeutige Function von sinr, costr, 
sin 6, cos Sy Uj V, 

Ausserdem müssen 
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fsiattodt und fcostwdt 



null sein. 

Granz ähnlich wie in § 3 überzeugt man sich auch davon, dass 
diese Bedingungen hinreichend sind. 

II) Nehmen wir diese Bedingungen als erfüllt an und sehen 
nun zu, welche Bedingungen weiter erfüllt sein müssen, wenn auch 
das starke Monodromieaxiom befriedigt sein, d.h. wenn 
auch für entgegengesetzte Richtungen das Längenelement das 
gleiche sein soll. 

Man kann die entgegengesetzte Richtung einmal darstellen 
durch dasselbe s und d'+x statt ^. Dann aber haben wir genau 
das Problem der Ebene. Wir haben zunächst die Bedingung, dass 
to(t + n) = to(t) sein muss, dass also tv eindeutige Function ist 
von tgr, 8, Uj V, 

Dann aber kann man die entgegengesetzte Richtung auch 
characterisieren durch « — d und s + x statt 9' und s. 

Als Bedingung für die Erfüllung des starken Monodromie- 
axioms erhalten wir also noch 

J sin(*9'— r)«;(r, «, y— xtgrcos«, if— a;tgr sin^)dT+Je(f)sin'^+AcoS'0■ 
«-^ 



+x(6+«) sin^— A cos^. 

Ersetzen wir in dem Integral rechts t durch «— r, so er- 
halten wir 



'0 



J 8in(^— r)w?(r, «, y— artgrcos«, js—x tgr sin s)dt -^x{6) ain^ + Xcos d" 



= J sin(^— r)M;(3t— r, f+jr, y— a;tgTCOs«, j?— a; tgr sin a) dir 

+x{6+7c) sin^—X COS d'. 
ifr = ergiebt 

X = i/sinTi(;(Ä— r, « + «, w, v)dx, 



^ = « ergiebt 



Differentiieren wir nach d' und setzen dann d* = 0, so er- 



I 
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halten wir 

%{6) — %{B + n) = — J cosri(7(3t — t, € + «, M, v)dx] 

differentiieren wir gradeso, setzen aber ^ = or, so erhalten wir 

ß) x(fi) — x(f + jr) = —fco8tw{ty Bf w, v)dt. 



Setzen wir die jedesmal zuerst erhaltenen Ansdrücke für X 
und x{6) — x(s+n:) oben ein, so bleibt übrig: 

J sin (-ö" — r) [w; (r , s, w, t?)— w(«— r, 6 + «, m, t?)]dr = 0. 
'o 

d. h, w ist eine eindeutige Function von tg t cos s, tg t sin a und 
tg £. Letztere Variabele muss hinzu genommen werden, da keines- 
wegs gesagt ist, dass für t = Oj tv von £ unabhängig sein muss. 

Es braucht wohl kaum gesagt zu werden, dass die beiden 
Gleichungen für x und l identisch werden. 

Betrachten wir also weiter nur noch die Gleichungen a) und ß). 

Nach der Bedingung VIII (§ 11) ist in der That l von s un- 
abhängig, wie es ja gemäss IV (§ 11) sein musste. 

Nun war aber 

also mit Berücksichtigung von a) 

X = ijda;j sinrf-^cos f + ^— sinfjdt+s 

dw 



= —ifdxIcoat-^—dr+s 

= — ij COSTWdr + 5. 



Das erste Integral für {t(^x=o ist zu s hinzugezogen. Ziehen 
wir jetzt ß) hinzu, so muss sein 



7t 



— ifco8tw{s)dt+^fcoatw{s+^)dr+8{£)—s{s+n) = -'fcoatw{e)dr. 



Nun ist aber, indem man ^— r statt t setzt, 

n yt 

fcoatw{6 + n)dt = j cosrM;(f)dr = '-fco8tw{e)dt, 
n 
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Setzt man dies in die vorletzte Gleichung ein, so bleibt nur 
noch s(£) = s{£ + 7c)j d. h. s ist eine eindeutige Function von tg£. 
Wir haben also das Resultat 

A =s ^fsiatwdt, 

% = — ^rcosr«?dr + «(y, e, tgß). 



Dabei genügt s der partiellen Differentialgleichung VI, § 11 : 

ö*s d^s , d$ . ds ^ 

cos€+ -r-^— smc + -^— sin^ — -r— cosß = 0. 



didy da dg dy dz 

Dass dies trotz des Zusatzes zu $ noch richtig ist, wird § 14 
gezeigt werden. Setzen wir zunächst einmal 5 = 0. 

Dann ist das Längenelement abgesehen von ds gleich 

fsia (d'—t) w(h — ^ sin -ö* / cos ttvdt + i cos d'jQm twdx 
*o 

= j sin (-&•— r) 1«? rfr — I /sin (^— r) w dr 
'o 

= \jBUi{^--x)wdx'-\jBm{^--x)wdt 

'* 

Damit ist aber für das Längenelement genau dieselbe Form 
erreicht wie für die Ebene. 

Nun wollen wir beweisen , dass .<? = sein muss , falls das 
starke Monodromieaxiom erfüllt ist. Greifen wir wieder auf die 
erste Darstellung der entgegengesetzten Richtung zurück, nämlich 
durch dasselbe s, aber d' + n statt O-. 

Nun ist 

j%m{^-'x)wdx ™ /sinC-fr+Ä — r)ic?dr. 
Denn letzteres ist gleich 

— /8in('6'— T)M;dir 
oder, wenn wir x+tc statt x setzen, gleich 
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J sm{d'''t)wdt 

w. z. b. w. 

Also muss auch sein ssind = 5sin('0'+«) d. h. « = 0. 

Wir haben also das Resultat: 

Die hinreichende und notwendige Bedingung für 
die Erfüllbarkeit des starken Monodr omieaxiomes 
ist die, dass to eine eindeutige Function von tg<8'C0S£ 

= 2h tg'ö'sinfi = q, tgß = -^, w und v sei. Verlangen 

P 

wir dann das starke Monodromieaxiom, so ist das 
Längenelement durch w vollkommen bestimmt und 
gleich 

§ 13. Beispiele. 

I) Die Euclidische G-eometrie lässt sich wieder dadurch 
characterisieren, dass in ihr w die denkbar einfachste Form hat, 
nämlich gleich 1 ist. Das Längenelement wird gleich ds selber. 

II) Nehmen wir w als von u, v unabhängig, so ist die 
Bedingung V § 11 von selbst erfüllt. 

Die Länge auf einer Graden selbst ist gleich 



x^—x. 



\J sin {d' — t)w{£, t)dt + sin&x(€) + Xcosd'\. 



cos-ö" i 

X sei eine blosse Constante. 

X sei von y, e unabhängig , die Differentialgleichung VI § 11 
ist dann von selbst erfüllt. 

Constrnieren wir nun um den Coordinatenanfangspunct die 
^Aichfläche", d. h. die Fläche, deren Polarcoordinaten d, ^, e 
durch die Relation verbunden sind: 

1 as d{fsm{^'-t)wdt + xsin&+lcos^\. 

Es ist dies die Fläche, die in unserer Geometrie überall die Ent- 
fernung 1 vom Coordinatenanfangspunct hat. 

Die Bedingungen IV und VIII § 11 geben nichts weiter, als 
dass auch für die völlig bestimmten Richtungen r = und r = « 
der Radiusvector einen bestimmten Wert haben soll. 

Sonst ist die Fläche soweit willkürlich, als w willkürlich ist. 
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Was bedeaten nun noch die Bedingungen YII § 11, nachdem 
alle andern als erfüllt erkannt sind? 

Man kann die Grleichung der Fläche anch schreiben 

1 == dg {d^, s) cos ^ oder 1 = dg{fi, 9) Vl+JP'+9!*"'- 
Setzen wir nnn vorübergehend 



Vl+y+3' 



= X, 



^ X 





« = ¥' 



so sind x^ y, z die rechtwinkligen Coordinaten der Fläche, bezogen 
auf den alten Anfangspnnct. Wir haben dann die Grleichung der 
Fläche in der Form 



X ^\x^ x) 



Wir wollen nun beweisen , dass die Bedingungen YU nichts an- 
deres aussagen, als dass diese Fläche überall convex ist. 

Der Beweis ist sehr einfach. Bei projectiver Transformation 
bleibt die Eigenschaft, überall convex zu sein, erhalten, da im 
Bilde jede Grade die Fläche nur in zwei Puncten schneidet, ebenso 
wie im Originale. 

Führen wir nun die projective Transformation aus 

1 _ n _ l 

^ = y, y - y^ "^ "" r 

so lautet die transformierte Fläche % '=^ 9{Vi S)* ^^^ G-auss'sche 
Krümmungsmass derselben ist aber bis auf einen positiven Factor 

bekanntlich gleich 9nn9tt^9\iS = ^pp^qq^Slpq' ^^®^ ^^* ^^®^ 
nach Bedingung YII eben der Ausdruck , der wesentlich stets po- 
sitiv sein musste. Damit ist die Behauptung erwiesen. 

Wir haben also das Kesultat: 

Die Aichfläche ist eine denNullpunct umgebende, 
nirgends concave Fläche. 

Ist dieselbe einfach geschlossen, d.h. gehört zu jeder Rich- 
tung d'f £ ({ ^ I ^ or, I e I ^ 3t) ein und nur ein d, so ist das schwache 
Monodromieaxiom erfüllt ; gehört zu entgegengesetzten Richtungen 
dasselbe d, so ist das starke Honodromieaxiom erfüllt. 

6 
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Dieses ist die von Herrn Minkowski in seiner G-eo- 
metrie der Zahlen aufgestellte Geometrie. 

III) Ganz analog wie für die Ebene erhält man für den Raum 
die von Herrn Hilbert construierte Geometrie, indem 
man setzt 

W = — ^^^?-ö — — cos' s + 2 — V^-^^ — - cos £ sin f H —^-^ — ^^~ sm'f. 

du duov dv 

Dabei sind (Dj, cd, Functionen von r, s. u, v und in folgender 
Weise entstanden : 

Man nehme eine convexe Fläche n{x, y, ^) = und setze 

y = irtg-frcos^+M, 
= a; tg -ö" sin £ + v. 

Dann sind cd, und cd, die Wurzeln der Gleichung 

i?(co, cjtgd'Goa s + u, cDtgO-sin^+tt) = 0. 

Setzen wir tg 'S* cos 6 = jp , tg -Ö* sin c = g , so genügt cd als 
Function der vier Argumente Pj q, UjV den Differentialgleichungen 

dcD dcD 

= CD 



dp du ' 

dcD dcD 

= CD 



dq dv 

Jede Lösung der letzteren lässt sich umgekehrt in obiger 
Weise erhalten. 

Es folgt sofort die Relation 

dpdv dqdu 

Derselben Differentialgleichung genügen natürlich 

CD *CD «CO iCD .CD «CO. 

Wir behaupten, dass auch W(p^ + q^) derselben genügt. Denn 
es ist 

W(j>* + 2") = (cd., cos' B + 2cD^ cos ß sin ß + o^ sin" «), r" 
— {a^ cos' s + 2cD^ cos « sin « + »^ sin' s\ r". 

Die Bedeutung der Indices 1, 2 dürfte wohl klar sein. Dies 
ist aber gleich 

Km-P' + 2»^ pq + ©^ 2'), - i^uuP^ + 2o^P2 + «^ 2")f 
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Wären p\ q% pq von i? und 3 unabhängig, so wäre die Behaup- 
tung nach Obigem ohne Weiteres richtig. Da das aber nicht der 
Fall ist, muss noch für jeden Index sein : 

was auch unmittelbar als richtig einleuchtet. 

Also befriedigt in der That W(p^ + q^) die Differentialglei- 
chung (V), W allein also V § 11. 

in derselben Weise wie in § 4 findet man nun 

rr ^ ^ 
^ ffWdrdr + xr + X = — = —' 

Da dg und ©j für r = von s unabhängig sind, ist X von s 
unabhängig. Aus demselben Grunde wird 

I cos T j— dt 

•J cos' t 

von s unabhängig. 

Die Bedingungen IV und VIII § 11 sind also auch erfüllt. 

Ausserdem folgt 

X = 1 1 

a;~-(cö,)r = ^-K)r = 
und 

^ \ / ^i 

^ ^ ör 1 l dr 



Das giebt aber unter Berücksichtigung der Differentialglei- 
chungen für (D 

d(o. . da). . ^ 

-~ cos s+ -^ sm s 
_ . . . du du 



du 


cos tf + 


dv 


1 

sin£ 




(D,- 


X 





r = \ (Dj— a; /r = 

Also erhalten wir 

wo diese Differentiation total zu verstehen ist. Für r = ist 
u = y, V = a. 

Die Bedingungen III und VI § 11 sind also befriedigt. 
Es erübrigt nur noch zu zeigen, dass die Bedingxmg VII er- 
füllt ist« 

B* 
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Ans 

1 
9 = 



a?— CD, rc — (D, 
folgt unter Berücksichtigung der Differentialgleichungen für cd 

Nun sind aber cd, und m^ nichts weiter als die Abscissen der 
zu Grunde gelegten convexen Fläche. 

Setzt man y = pa:+u, e z=z qx + v und betrachtet z^ u, v 
bei constantem p, g als die Variablen, so erhält man, da ja 
obige Transformation von y, jp, x in m, t;, a; eine projective ist, 
dass das Erümmungsmass der Fläche bis auf einen positiven 

Factor gleich ist -^-r-^-i — (^"/p) ' ^^ ^^® Fläche convex sein 
sollte, ist dieser Ausdruck positiv und zwar für m^ und cd,. 
Sei allemal (o^ das grössere, so ist ^ ^ < 0, also 

eine positiv definite Form. 
Ebenso ist -^V^ > 0, also 

Ott OM OV ÖV 

ebenfalls eine positiv definite Form. Um so mehr ist 



eine positiv definite Form, also auch 

ö'(fl),-(ö,) a'(cD,-(öj) rö'((D,-(ö,) 



;^-[- 



ÖU* ÖV* I ÖMÖÜ 



a 

>0. 



Damit sind alle Bedingungen befriedigt. 

Auch das starke Monodromieaxiom ist erfüllt. Denn ver- 
tauschen wir die Richtungen, so vertauscht sich a^ mit cd,, 

1 1 

geht also in den entgegengesetzt gleichen Wert über. 
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Ifithin können wir schreiben 



1 r^sinCfr-r)^^^ ^ _1 1_. 

cosd'J cos't a?— (d, oj— ß>j 

Die Länge selber wird 

jj cos «• J cos» r (^. - öl) (^1 - ®.) 

Damit ist die von Herrn Hubert gegebene Form erreicht: 
Die Entfernung ist gleich dem Logarithmus des 
Doppel Verhältnisses, das von folgenden vier Puncten 
gebildet wir d: den Endpancten der zu messenden 
Strecke und den S chnittpuncten der durch sie be- 
stimmten Graden mit der zu Grrunde gelegten nir- 
gends concaven Fläche. 

Verallgemeinerungen sind ebenso , wie in § 4, möglich durch 
Uebereinanderlagerung verschiedener Flächen; d. h. die Entfer- 
nung wird dargestellt durch die Summe der Logarithmen, gebildet 
aus den Doppelverhältnissen in bezug auf die einzelnen Flächen. 

§ 14. üeber die vorkommenden Differentialgleichungen. 

In § 11 hatten wir die Differentialgleichung kennen gelernt 

^ ^ dudq dvdp^ 

die mit V wesentlich identisch war; ausserdem noch die Differen- 
tialgleichung VI, der s genügen musste. 

A) Die Differentialgleichung V fällt unter eine grosse Klasse 
von Differentialgleichungen, für die man die Existenz einer Losung 
beweisen kann, sei es, dass in einer dreidimensionalen, von den 
characteristischen Mannigfaltigkeiten verschiedenen Mannigfaltig- 
keit die Werte von h nebst den ersten Ableitungen als analytische 
Functionen vorgeschrieben sind, sei es, dass h allein in m = const 
und gleichzeitig in q = const oder aber in t? = const und p = const 
als analytische Function vorgeschrieben ist. Der Beweis des er- 
sten Teiles dieses Satzes stammt bekanntlich von Cauchy und 
S. Kowalewski; der zweite Teil ist ein Specialfall der von 
Miray-Riquier*) u. a. aufgestellten sehr allgemeinen Existenz- 
sätze. 



1) M^rsy et Riqnier, Annales de T^cole nonnale VII 1890, p. 28. Ver- 
gleiche besonders No. 2 p. 24, No. 17 p. 36, No. 20 p. 38 und No. 88 p. 57. 
Weitere Litteratur dazu siehe Encyclopädie der math. W. II. A. 5. I. 2. 
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Da gerade der zweite Teil des Satzes hier ein gewisses In- 
teresse bieten wird nnd er ausserdem unter etwas allgemeinem 
Voraassetzongen bewiesen werden kann, so möge ein Beweis för 
ihn hier gegeben werden. 

Gregeben sei h längs u = als Function Z7(p, g, t?) 
und längs g:=0 alsFunction (?(p,w,t;). Diese Anfangs- 
werte f7, Q seien in p, v analytisch, aber nicht not- 
wendigerweise in q resp. u; in diesen Variabein je- 
doch stetig. Dann giebt es eine Function Ä(p, g, t«, v), 
die in einem gewissen Gebiete um m = 0, q = regulär 
ist, die Differentialgleichung V erfüllt und die vor- 
geschriebenen Anfangswerte annimmt. 

Natürlich muss U(Pf 0, v) = Q{py 0, v) sein. 

Beweis: Bilden wir die Function h^= ü+Q — {ü)g--Qj so ist 
diese eine analjrtische Function von p, v, stetig in m, g und er- 
füllt die Anfangsbedingungen. 

Verstehen wir xmier j<pdq das w- fache Integral einer Func- 



n 



tion q> nach der Variabein q, so ist das gesuchte Integral gleich 



n = 





n 



Zunächst einmal convergiert diese Reihe. Denn da *<, in jp, t; 
analytisch ist, so ist an der betrachteten Stelle Pf v allemal 






M{n\y 



j« 



Jlf, Q sind gewisse Grössen, die stetige Functionen von q und 
u sind. In einem Gebiete um w = 0, g = hat also M ein Maxi- 
mum itf, Q ein Minimum ^ r> 0. Also ist sicher 






Jf(n!y 



Dann aber ist jedes der in der Summe vorkommenden Inte- 
grale kleiner als 

»!'*' n! 



Nehmen wir nan \q\<.Q' xind { m | •< p', wo p' ■< p sei, so ist 
jedes Glied der Summe kleiner als ■3f(^) , die Reihe convergiert 
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also. Die Fanction / besieht also in einer gewissen Umgebung 
der Stelle li = 0, 3 = 0. 

Dass nan dieses J wirklich die DifPerentialgleichnng befrie- 
digt, ist leicht einzusehen ^). 

Ausserdem wird aber für t< = 

J =K (P, «, 0, V) = U{p, q, v) 
und für g = 

J = \{p, 0, w, v) = Q(p, M, V). 

Die vorgeschriebenen Anfangsbedingungen werden also auch 
befriedigt. 

Damit ist die Behauptung in vollem Umfange bewiesen. 

In anderer Weise können wir eine zunächst allgemeiner er- 
scheinende Darstellungsform erreichen, indem wir die sogenannte 
Cauchy'sche *J Methode zur Integration linearer Differentialglei- 
chungen mit Constanten Coefficienten auf den Fall ausdehnen, wo 
die Anfangswerte längs zweier characteristischen Mannigfaltig- 
keiten dritter Ordnung gegeben sind, etwa für w = und für 
q = 0. 

Wir integrieren zunächst die HülfsdifPerentialgleichung 

=z —dbh 



dudq 

der Art, dass für w = 0, A = Z7(a, g, ß) und für ? = 0, h ^ 
Q (a, M, ß) wird. U und Q sind dieselben Functionen wie vorhin ; 
a, b, Uy ß zunächst Constante. Das Integral ist gegeben durch 

Ä=S i-iya'b'fdufXdq, 

n=0 

wo k, = U{a, q, jS) + Q («, u, ß)^Q (a, 0, ß) ist. 

Dass das richtig ist, ist ebenso leicht nachzuweisen, wie die 
analoge Behauptung bei der ersten Demonstration. Nur kann 
hier \ viel allgemeiner sein; ist h^ für ein gewisses a, ß, als 
Function von m, q in einem gewissen Gebiete endlich und stetig, 
so existiert h für alle u, q dieses Gebietes und ist eine analytische, 
ganze transcendente Function von a, b. Denn ist in dem erwähnten 
Gebiete \h^\ <z M, so ist jedes Glied der Reihe absolut kleiner als 



, , M, Die Reihe -3/ 51 1 — r^ convergiert aber für alle«, &. 

^•»^ «-^Ta w!n! ^ 



mm n=o 



1) Vergleiche Picard, Traitä II. Cbap. XI, IL 

2) Jordan, Gours d'Analyse III, p. 884. 
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Da wir im Zasammenhang mit unserem Problem U and Q als 
positiv voraussetzen können, so ist jedenfalls in einer gewissen 
Umgebung der Stelle m = 0, g = 0, ä^ positiv ; also sind in dem- 
selben Bereiche alle Integrale über h^ positiv, falls m>0, g>0*). 

Die Potenzreihe h = $(^) hat also Grlieder mit stets ab- 
wechselnden Zeichen; sie kann geschrieben werden 

h = Ai — Ä„ 
wo 

h = ^AW) und h, = ab^AW) 

beide positive Coefficienten haben. 

Wir erhalten jetzt eine formale Lösung der ursprünglichen 
Differentialgleichung in der Form 

Lassen wir die Frage nach der Existenz dieses Ausdruckes 
dahingestellt, so erfüllt derselbe formal die Differentialgleichung 

-- ^ = und befriedigt auch die Anfangs werte , wie man 

leicht nachweist. _ _ 

Führt man A = A^ — A, ein, so kann man den Ausdruck auf 
die Form bringen 

h = —ij daj dhj daj dß [h^ cos a (jp — a) cos b{v—ß) 

+Aj sin a (jp — a) sin i (t;—/5)]. 

Obwohl nun diese Lösung eine scheinbar grosse Allgemeinheit 
besitzt, tritt doch die grosse Schwierigkeit auf, dass \ und Ä, 
überall convergente Potenzreihen von (ib sind mit positiven Coeffi- 
cienten, die also wohl für alle ab existieren, aber für a = co oder 
& = oo unendlich gross werden. 

Im Allgemeinen wird also das aufgestellte Integral gar keinen 
bestimmten Sinn haben. 

Immerhin kann dieser Darstellung ein gewisser heuristischer 
Wert zugesprochen werden. Wenn z. B. h^ eine analytische Func- 
tion von «, ß ist, kann man aus dieser Darstellung durch formale 
Umrechnungen die alte Form der Lösung in folgender Weise er- 
halten. 



1) Für andere Vorzeichen gilt Analoges. 
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Das erste &lied der Soxame ist offenbar 

-Tjdafdhfdftfdßh^ cos a (p - a) cos 6 (v - «) = \ (p, g, w, r). 
Die zweite formale Ableitung davon nach p and v ist aber 

-^-i- = -^Jdajdbfdajdß\ahsma{p-a)smh{v-tt). 

Integrieren wir dies nach u, g je von bis u resp. g, so er- 
halten wir das zweite Glied unserer Darstellung u. s. w. 
So ist allgemein das 2fite Grlied gleich 

^fdafdbfdlfdß \fdufdqh, 

. (a6)V cos o (p - a) cos 6 (t» - /J) } = .fdu^-^^^ dq, 

2(1 2f( 
und das 2ft+lte Glied 

^fdafdbrdafdßlfdu fdqK 

2ft +i 2fA +1 

.(aÄr-^8ina(p-«)8ini(t;-/J)}=|du ^f ±^^,dq. 

2^*+! 2f*+i 
Also erhalten wir die ursprüngliche Darstellung 

n n 

deren Existenz ja unter den angegebenen Voraussetzungen schon 
bewiesen ist. 

B) Wir wollen jetzt nachweis en, dass die Diffe- 
rentialgleichung unter den gegebenen Bedingungen 
jedenfalls nur eindeutig integrierbar ist d.h. ange- 
nommen, es existiere eine Function A, die der partiellen Differen- 
tialgleichung -A_ = -^ genügt und für « = gleich J7(y, g, v) 

und für q = gleich Q(p, u, v) ist. Dann ist diese Function h 
in einem gewissen Bereiche um die Stelle m = 0, q = Of p,v auch 
die einzige Function, die alle diese Bedingungen befriedigt, vor- 
ausgesetzt, dass * eine stetige, bis zur zweiten Ordnung differe^- 
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tiierbare Function ist, die aber keineswegs Analytisch zn sein 
braucht. 

Es genfigt offenbar zu zeigen, dass die einzige Function, die 
für « = und q = selbst gleich nuU ist, überall null ist, falls 
sie sonst obige Bedingungen befriedigt. 

Angenommen, h sei in einer gewissen Umgebung der Stelle 
M = 0, q = 0, t; = 0, p = nicht gleich null, aber für f« = und 
für g = in den andern Variabein identisch null. 

Wir können ohne Beschränkung der Allgemeinheit annehmen, 
dass in dem betrachteten Gebiete w ^ 0, q^O sei. 

Bezeichnen wir im Folgenden stets mit Jf, eine Mannigfaltig- 
keit dritter Ordnung in dem vierdimensionalen Räume t<, p, g, v. 

Sei zunächst £f irgend eine Lösung derselben linearen Diffe- 
rentialgleichung, die in' der Umgebung des betrachteten Punctes 
existieren möge, so ist 

Dabei soll dieses Integral erstreckt werden über ein Gebiet 
Sl , das begrenzt ist einmal von den ilf, : m = und q = so, 
dass u, q innerhalb Sl stets positiv sind, und dann von einer 
Jf, : u = Wo {p, q, v), wo u^ eine eindeutige, stetige, hinreichend oft 
differentiierbare Function von p, g, v ist , wo femer Ä dadurch 
vollständig abgeschlossen ist und ganz im Regularitätsbereich von 
h liegt. 

Femer sollen die berührenden linearen Jf, der M^:u = u^ 
niemals einer der M^:u =0 oder g = parallel sein. 

Es soll nachher eine solche -M, construiert werden. Berück- 
sichtigt man, dass längs u = und q = h null sein soll, so er- 
hält man durch die bekannte Umformung 

/ r [ ög ^^^ ^^' ^^^dü ^^^ ^**' ^^ " ö^ ^^^ ^^' ^^"'dv ^°^ ^^' ^^] 
- Ä J-^ COS (n, tt) + -^ COS (n, g) - -^ cos (n, v) - ^^ COS (n, i)m 

Dieses Integral ist nur mehr über die begrenzende Jtf, : m = u^ 
erstreckt ; n bedeutet die innere Normale dieser Jtf,. 

Wenn wir nun so bestimmen können, dass es 
längs dieser Jf, null ist, während der Ausdruck 

-^ cos (fi, w) + -^ cos («, S) - -^ cos (n, v)--^ cos (n, p) 
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eine beliebige vorgegebene Function F{p,v^q) der 
eingeschlossenen Argumente sein kann, so folgt 
dann ans 

fhFdk^ = 

notwendig, dass h längs dieser ganzen Jlf, null sein 
muss. 

Wenn wir also durch jeden Punct in der Nähe von u = 0, 
p = 0, 3 = 0, t; = eine solche J/, : w = u^ legen können, so 
folgt daraus, dass h in dem ganzen Grebiete null sein mass, was 
zu beweisen war ^). 

Es muss natürlich £f in dem ganzen Bereiche Sl regulär sein! 

Da zunächst in der ganzen M^:u = u^j js = sein sollte, 
so ist 

^8tt+^dv + ^dp+^dq + {{du, 8p, dv, dq)), - 

fiir alle du, dv, dp, dq, die verbunden sind durch die Relation 

du cos (n, u) + dv cos (n, v) + dp cos (w, j)) + dq cos (w, q) = 0. 

Mit (*a, dvj dp, dq\ sind Glieder bezeichnet, die in du, dv, 
dpy dq mindestens zweiter Ordnung sind. 
Daraus aber folgt : auf der M, ist 

-__ = A cos (n, u), 
du V ' /' 

= l cos (n, V), 



dv 

dp 

dz 



= kco^{n,p), 
= Acos(w, g). 



dq 

wo X noch beliebig ist. 
Dann aber wird 

de f . de , . de . . de , v 
-^cos (n, tt) + _cos (n, 3)--^^ cos (n, r)--^ cos {n,p) 

= 2A [cos (w, u) cos (n, g) — cos (w, v) cos (ti, p)]. 



1) Dieser Qedanke ist bereits in einem SeminarTortrag von Herrn Holm- 
gren zum Beweise der Eindeutigkeit bei der Wärmelei tungsgleichung -^ = ^-j 
benatzt worden. (Qöttingen 1901). 
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Diumt alfio dieser Ansdrack eine beHehige Fnnctioii F von 
p^ g, V sein kann, darf sicher nicht 

cos (n, tt) cos (n, q) — cos (n, v) cos (ti, p) 

auf der Jlf, null sein. 

Nach den Voranssetziuigen über die M^:u^=^u^ ist cos (n, u) 
nie nnll. 

Setzen wir 



so ist 



COS (n, tt) = -^ ; cos (n, 9) = ^ -^, 



C08(n, j,) = ^-^; co8(», v) = ^-^. 

Also darf -^ ^- + -^ -^ auf der JM. : m = m^ nie null sein. 
oq cp ov 

Wir wollen jetzt eine solche i/, constrnieren: 

Wir setzen {u^ + a)* + {q + ay +p^+v^ = r\ 

Dabei seien a, r positive Constante. 

Nach Uq aufgelöst giebt dies 



Da Wo = sein sollte, ist für die Wurzel das positive Zeichen 
zu wählen. 

Aus demselben Grunde ergiebt sich, da auch q>0 ist, 



\Ji^^^'>\/r^-p^-v*-'(q+ay>a 

also auch 

i>* + v' + (g + ar<(r*-a')>0. 

Also ist sicher auf der ganzen Jf, und erst recht innerhalb Sl 

\p\<\[?^^\ 



a <:q+a<z V^* — «* 
oder 



< 2 <: V^"-a'-a <: Vr*-2a", 



Jedenfalls muss r*— 2a'>0 sein. 
Nun ist aber 
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(1) 



dv 

dp 

du, 
dg 



— t? 



V'-'-l''-f'-(3+«)' 

-P 
V/r*-i)'-»*-(g+a)' 

Vr*-i>'-»'-(g + o)" 



Aas obigen üngleichheitsbedingangen folgt dann sofort 



dv 






Setzen wir 



so folgt 

I) 

aber 



V»-'-2a' = ar also r* = (2+T»)a', 



dt«, 
dv 



du, 
dp 



doj 
d« 



Da 



du, 
d« 



ist, so ist sicher 



du 



. , ö«, d«, 
d^ + "^~d7r 



and von Nall 



verschieden, wenn 



— T 



0, 



Vl + tr' 

eine Bedingung, die dnrch Verkleinerung von x stets erreicht 
werden kann. 

Dass diese Jf, alle andern von der M^:u sss u^ verlangten 
Eigenschaften hat, ist leicht einzusehen. Man kann eine solche 
Jf, durch jeden Punct in der Nähe von «==0, q = 0, p = 0, 
t? =s legen, falls für ihn u > 0, q>0 ist ; ausserdem kann stets 
durch Verkleinerung von r erreicht werden, dass diese Fläche im 
Begularitätsbereiche von h liegt. 

Grehen wir jetzt dazu über, die gesuchte Function 
s zu construieren. 

Als neue Variabele führen wir ein t^ = m — w^(p, v, q) statt u 
und bezeichnen £ als Function von 17, p, t;, q mit y. 

Ohne Mühe erhalten wir die transformierte Differentialglei- 
chung 



^*y /**o . ^«*o öWo\ _ ö"y 



H 



+ 



)= 



d'y I d*y dt«, ^ d*y dw, dy d*t«, 



di}*\d2 dp dv/ dijdq dpdv dpdti dv dt^dv dp diidpdv 
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Es sollte für 1] = Of y = sein, dagegen 

du dg . . . 
■^ = -— = A cos (n, u) 
dri du V ' / 

eine willkürliche Function P(^, ?, v). 

Es ist also die Existenz der Lösung obiger partieller Diffe- 
rentialgleichung nachzuweisen, die für ri = selbst null ist , und 
deren Ableitung nach ri daselbst eine vorgeschriebene Function P 
ist; ausserdem, und das ist das Wesentliche, muss sie in dem 
ganzen, von der Jlf, : w = w^, und den linearen üf, : w = und g = 
begrenzten Gebiete Ä existieren und regulär sein. 

Integrieren wir also durch eine Potenzreihe, so kommt es vor 
allem auf den Convergenz-Bereich derselben an. 

Es giebt nun über die Ausdehnung desselben bei Lösungen 
partieller Differentialgleichungen eine Arbeit des Herrn Königs- 
berger^). Die Methode desselben lässt sich auch auf diesen Fall 
ausdehnen und zwar gerade da, wo Herr Königsberger sie 
selbst fallen lässt, da sie dort nicht die gewünschten Resultate 
liefert (cf. L c. p. 198 , Gleichung 75 und die folgenden Be- 
merkungen). 

Da wir aber hier in, wie mir scheint, etwas einfacherer Weise 
zum Ziele gelangen können, auch infolge der speciellen Form des 
Problems schärfere Grenzen erhalten, so soll zum Beweis ein an- 
derer Weg eingeschlagen werden. 

Wir schreiben die Differentialgleichung in der Form 

diy* dridq dpdv dpdiq '^ dijdv öij ' 

indem wir setzen 

1 

a = 



öwo , du^ du^ ' 



+ 



ß = a 



dq dp dv 

du, 
dv 



'0 



>. 



Otto 



dp' 



d^u^ 
= a ' 



dpdv 



1) Grelles Journal 112: „Ueber die Convergenzbereiche der Integrale par- 
tieller Differentialgleidiangen.^' 
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Dann stellen wir für y die Reihe auf 

und erhalten zur Bestinunnng der A folgende Recorsionsformeln : 

*^* = «-öf +^ir+^^+'^"-*"apt 

a. s. w. 

Setzen wir die Werte der A immer in die folgende Gleichung 
ein, so erhalten wir für den nten Coefficienten A^ einen Ausdruck 
der Form 

n\A^ = cT' ^^,^,, +'" 

Es steht rechts ein Aggregat von Gliedern mit Ableitungen 
von flf, ß, y, d und P, so dass die Summe aller Indices der Ab- 
leitungen gleich M — 1 ist oder kleiner. Die letzteren rühren her 
von den mit d multiplicierten Gliedern der rechten Seiten der 
Recursionsformeln. 

Wir bekommen nun sicher ein majorantes System, wenn wir 
alle Ableitungen von P durch die jedesmal absolut grösste ihrer 
Ordnung ersetzen, resp. durch deren obere Grenze, wobei aber 
die aus den Gliedern mit d herrührenden niederen Ableitungen 
mit zu der Ordnung gezählt werden sollen, zu der sie gehören 
würden, wenn in den Eecursionsformeln mit d auch stets erste 
Ableitungen multipliciert wären. Ausserdem müssen wir für a, 
ßy y, d und deren Ableitungen ihre absoluten Werte schreiben. 

Die eingeführten oberen Grenzen sollen symbolisch geschrieben 

werden ^=^, ohne dass damit gesagt werden soll, dass wirklich 

eine Ableitung nter Ordnung vorliege. 
Dann ist 



* dpdq 



a 



dp 



zr 1 



dA^ 
a I rir u, 8. w, 
dp 



dpdq 

Es folgt dies aus den Gleichungen für A^ resp. A^ u. s. w. 
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Wenn wir so verfahren, so bleiben die Ableitungen von 
2|a| + |/}| + |7'| + |^| stets zusammen , da ihre Coeffidenten gleich 
sind. Es können allerdings einige Glieder mit | d \ und dessen Ab- 
leitungen fehlen; fügen wir aber diese hinzu, so vergrössern wir 
sicher die rechten Seiten. 

Setzen wir 2|a| + |/S| + |y| + |*| = ö, so erhalten wir das 
neue majorante System aus 



Es ist aber 



u. s. w. 



^ dP d{äF) 



dp dp 



zr ) 



ölA.<.a - ,_■ < — =-^ a. 8. w. 

dp* dp* 

• -7 a'-"(«r-'P) 

n'v4 ^ > — . 

Um nun die Convergenz des majoranten Systems erschliessen 
zu können, machen wir über P gewisse Annahmen. 

Es genügt bekanntlich, um zu zeigen, dass h längs der üf,: 
u = u^ verschwinden muss, die Annahme, dass 

^ ~ ö^cos(n, «)+ — cos(n, g)-^cos(w, t;)--^co8(n,i?) 

= 2X [cos (n, u) cos (w, a) — cos (n, p) cos («, v)] 

eine ganze rationale oder transcendente Function der eingeschlos- 
senen Argumente sei. 
Da aber 

3— = ^ = A cos (n, 14) = P 
du dfj \ y / 

ist, so genügt es, P gleich einer ganzen Function zu setzen multi- 
pliciert mit 



cos (n, m) 



M^H^'hm 



cos (ti, u) cos (n, q) — cos (n, p) cos (n, v) öw^ öMq^ du^ 

dq dp dv 
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Es ist also P solange eine reguläre analytische Function von 
Py q, V, als 

ist und 

|y««,;«-p«-(g4.a)»|>0. 

(Wir betrachten auch complexe p, t?, q\) 

Sei nun Po, t;^, Jo ®^ Punct der Jüf, : w = w^, so werden wir 
sehen, dass es zu unseren Zwecken ausreicht, anzunehmen, P sei 
in der Umgebung dieser Stelle in einem solchen Intervalle regulär, 
f üt das 

\p-Po\^^\v\] l3-?ol^3|^l; !v-«^ol^3;ij| 

ist. 

Es ist aber in dem ganzen betrachteten vierdimensionalen Ge- 
biete \ri\ kleiner als der Maximalwert von u^ und 



Es ist also P sicher regulär, wenn 

|((Z + a)Vr'-i>'-t;«-(g + a)»-iw|>0 
ist, falls 

|l)-i?J<3ar, |g-gj<3ar, |t;-t;J<3aT 
ist. 

Nun sind aber in der ganzen Jf, : u = u^ 

\Po\^at, \qo\^at, \v^\<a^ 

(siehe Seite 76 uiid 77); also gehen wir ganz sicher, wenn für 

IpI^^^j |?|^4ar, |i;|<4aT 
noch 



ist. 

Bei obigen Grenzen für p, g, v ist aber der kleinstmögliche 
Wert der linken Seite 



(a-4at) s/r*" 16aV - 16aV- (a +4ar)' - 16a* r« 
oder, abgesehen von dem Factor a', 



III) (1 -4r) Vi - 47r' - 8r ~ 16r». 
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Nehmen wir r hinreichend klein, so kann stets erreicht 
werden, dass dieser Ausdruck positiv ist. 
Es ist klar, dass dann auch 

ist. 

Also ist P solange eine reguläre analjrtische Function von p, 
g, t;, als 

b-l>ol^3ar, |g-gJ<3aT, |t;-vj<3air 
ist. 

Mithin ist für alle Po , v^ » ^o » ^i® ^ Betracht kommen , d. h. 
die innerhalb Sl liegen, 

d^^^F V.il\v\M 

wo M eine Konstante bedeutet. 

Es handelt sich jetzt noch darum, obere Werte für a, ß, y, d 
zu finden, falls \q—q^\<Sat, \p—Po\^^aTj |v— v^l^Sar. 

Es war 

a = = , 

(q+a) \Jr^—p^—v^ — {q + ay—pv 

und dies ist sicher absolut kleiner als 

r^+(4ary+(4a ty^( a^4aty ^ l+49r'+8r ^^ 

a(a-4aT)v/T^47r«-8r-16a'T (l-4r)Vl~47r^-8Tr-16Tr ~ "^^^^^^' 

wo {(t)) einen Ausdruck bezeichnet, der mit t verschwindet. 
Ebenso findet sich 

\ß\<iir)), |y|<(W), l*l<((0)- 
Also ist sicher in dem ganzen G-ebiete, wo \p —p^ | < 3av etc., 

ß = 2|a| + |/J| + |y| + |d|<2+((T)). 
Halten wir dies zusammen mit dem Ergebnis für P, so folgte, 
falls ^=^ wirklich die wte Ableitung wäre, 

ö" (ä* P) 
Statt der in — \ • vorkommenden symbolischen Ableitungen 

von P stehen teils wirkliche derselben Ordnung, die dann alle 
kleiner sind als die sjnnbolische, teils solche niederer Ordnung. 
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Nim ist aber 

Für ein bestimmtes Sat kann man aber ein N so finden, dass 
für alle n'> N sicher 

(n — v)! n! 

(SaT)-" "^ (30^ 

d.h. (3aT)''<w(n-l)...(»-i;+2) für alle v<w. 

Wenn t verkleinert wird, so wird diese Zahl N sicher nicht 
grösser. 

Mithin ist für alle nTs^N 



»(•-y) 



nl 



(ßaty 



M. 



Also gilt thatsächlich für alle n r> JS^, — und auf die kommt 
es ja bei der Convergenz an — die Ungleichheit 

(n + lVÄ ^ ^'^'^^) ^ 3f[2 + ((T))]-n! 



Daraus folgt 



Nun ist aber 1 1} | ^ ar ; ausserdem kann man sicher r so klein 
machen, dass 

IV) 2+((r))<3 

wird. 

Daraus aber folgt sofort, dass die für y aufge- 
stellte Reihe convergiert für alle t^, p, g, v, d.h. u, p, 
g, V, die dem Gebiete £1 angehören. 

Die Existenz der Function sf mit allen gewünsch- 
ten Eigenschaften ist damit erwiesen. 

Damit ist dann zugleich die Eindeutigkeit der 
erhaltenen Lösung für h gezeigt. 

Denn wenn auch durch Verkleinerung von r das vierdimen- 
sionale Gebiet stets eingeschränkt wird, so sind die Umstände, 
die eine Verkleinerung von t verlangen, rein geometrisch bedingt 
durch die üf, und die Form der Differentialgleichung, aber unab- 
hängig von den betrachteten Werten für F, also auch von h. Die 
einzige durch die Beschaffenheit von h bedingte Einschränkung ist 
nur die , dass die üf , : u = u^ innerhalb des Regularitätsbereiches 
von A verlaufen muss , eine Bedingung, die, wenn einmal erfüllt. 
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durch fortgesetzte Verkleinerung von r niemals aufhört, erfüllt 
zu sein. Abgesehen aber davon lässt sich die zulässige Grenze 
für r unabhängig von h a priori feststellen. 

C)DieFunction s genügte der Differentialgleichung VI §11 

d^s d'^8 . ds . ds ^ 

cos € + -zr-^r- SIU fi + -5— SIU € — -5— COS B = 0. 



dsdy dsdz dy dz 

Wir stellen nun folgende Behauptung auf: 
Es sei (o{tj Bj y, d) eine für alle t eindeutige, stetige Func- 
tion der eingeschlossenen Argumente , und es genüge o cos' t der 
Differentialgleichung V, § 11 , in der man w, v durch y, z ersetze. 
Dann ist 

I COS tmdt 

eine s-Function. 

Damit verificiert sich zugleich die Behauptung auf Seite 63, 
wobei wir auf diesen Paragraphen hinwiesen. 

Beweis: Wenn der aufgestellte Ausdruck die Differentialglei- 
chung für 8 befriedigen soll, so muss sein: 

cosri-r— ^- cos6-f ^ ^ sm^ + sinfi-r cosfi-^— |ar = 0. 

Kdedy öböz dy dz) 

Die Klammer ist aber nach V, § 11 gleich 



k( 



ö" (© cos'r) . ö* Im cos'r) 
r cos B — ^r— :: — " — r SIU 5 — ^^ 



cos'r \ dzdr dydr 

] 

dz dy I 

— wobei r = tg T gesetzt ist — oder gleich 



d (m cos* r) . 3 (cd cos* t) 
+ cos s ^ ^ — sm « — ^ ' 



1 d 



cos'r ör 



d ((o cos' t) . d (cd cos' t) 

cos er — ^— 5 - — BUXBr — ^— r 

dz dy 



Mithin ist obiges Integral gleich 



/« dr ö r ö(a>cos r) . öTocos r)l 
— r~-5-" cosgr ^ ^ -—singr ^ . -\ 
cos r dr [ dz dy ] 

r , öTcDCos'r) . , d(a)C0s'r)l« 

und dies ist in der That gleich null, da tgr für beide G-renzen 
verschwindet, und der Ausdruck auch für r = -^ endlich bleibt. 
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Man überzeagt sich leicht, dass man auf diese 
Weise auch alle analy tischenLösangen von 8 erhält. 

Zunächst weist man nach, dass man alle Coefficienten der 
Entwicklung von s formal berechnen kann , wenn für « = s als 
Function von y, z und für 3/ = als Function von «, z gegeben ist. 

Nun konnte aber cd nach A) § 14 für a = , d. h. für g = 
als beliebige Function von p, w, v, d, h. r, y, z und für y = 0, 
d. h. u = als beliebige Function von jp, g, v d. h. t^b^z gegeben 
sein. Wir wollen diese Functionen hier als analytisch voraus- 
setzen. Es gab dann stets ein cd, das V befriedigt und diese An- 
fangswerte. 

Dann aber ist für « = auch 

I C0ST(cD)g — 0^^ 

eine beliebige Function von y, z, und für y = 

fco8T{a))y^Qdt 
^ 

eine beliebige Function von e, z. Mithin ist 

n 

I cosiroxir 

die allgemeinste analytische Lösung der DifTerentialgleichung VI 

§11. 

Damit ist der enge Zusammenhang zwischen den 

Differentialgleichungen V und VI gezeigt. 

§ 16. Ueber die geometrische Deutung der Resultate. Er- 

weitenmg des Begriffes „Aichflftche", 

Nachdem wir in den §§ 11—14 die analytischen Bedingungen 
formuliert haben, die das Längenelement gdx erfüllen muss auf 
Grrund unserer Fostulate, soll jetzt eine geometrisch anschauliche 
Elrläuterung derselben erfolgen. 

Die eigentümliche Form von Off =" W weist zunächst darauf 
hin, dass wir g überall kennen, wenn es auf der y^er- Ebene allein 
gegeben ist für jeden Punct in allen Richtungen. 

Das im vorigen Paragraphen bewiesene Existenztheorem sagt, 
allerdings unter Beschränkung auf den analytischen Character, 
aus, dass es hinreicht, g allein zu kennen für die jer-Axe in allen 
Richtungen; ausserdem aber noch in allen Functen der y^-Ebene, 
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jedoch nur für g = 0, d. h. in den Richtungen, die der a?y- Ebene 
parallel sind. 

Das letztere bedeutet aber eine Uebereinanderlegung ebener 
Probleme in parallelen Ebenen, das erstere eine Anordnung ebener 
Probleme in Ebenen durch eine Grade, die auf der ersten Ebenen- 
schaar senkrecht steht. Denn fassen wir etwa die Werte für 
n = zusammen, die zu einem bestimmten p gehören, so ist dann 
durch gdx eine ebene Greometrie unserer Art bestimmt, für die 
y—px = ist. 

Man kann also das räumliche Problem in dieser Weise ent- 
standen denken durch eine doppelte Folge ebener Probleme , was 
bei der Discussion einzelner Typen um so angenehmer sein dürfte, 
als das Erkennen aller möglichen Fälle im Räume ein vierdimen- 
sionales Problem ist. 

Es bliebe nun noch die Frage nach der geometrischen Deutung 
der Bedingung VII § 11, dass nämlich 9^,^,9 ^^—g^, nie negativ sein 
darf. 

Denken wir uns um jeden Punct x, y, z eine Fläche con- 
struiert der Art, dass 

1 = cZcos-ö-gf 

die Gleichung derselben in den Polarcoordinaten d, 9*, £ ist, be- 
zogen auf den Punct rr, y, z. 

Dann ist, wie man ohne weiteres aus dem spedellen Beispiel 
der Minkowski'schen Geometrie überträgt, g^g^^—gl^j abgesehen 
von einem positiven Factor, gleich dem Gfbuss'schen Ejcümmungs- 
mass der betreffenden Fläche. 

Zusammen mit g^^ > sagt also diese Ungleichheitsbedingung 
nichts anderes, als dass die so construierte Fläche überall gegen 
den festen Punct a;, y, z convex ist. 

Aus der Geometrie selber kann man sich die Fläche in fol- 
gender Weise entstanden denken: 

Construieren wir die Fläche, die in der betreffenden Geo- 
metrie von dem gewählten Puncte Xj y, z einen bestinunten con- 
stanten Abstand a < 1 hat , vergrössern sie aber im Sinne der 
Euclid'schen Geometrie dadurch, dass wir jeden Radiusvector 
durch a dividieren. Alsdann lasse man a gegen null convergieren. 
Es giebt dann eine Grenzfläche, die, in Polarcoordinaten darge- 
stellt, lautet 

1 = dg cos &. 

Diese Fläche soll allgemein „Aich fläche^ heissen^). 

1) Weniger correct, aber anschaulicher können wir das hier gegebene Be- 
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Nun genügte es aber wesentlich, g zu kennen einmal für alle 
Pnncte der -s^-Axe (m = 0), aber alle Richtungen ^, s] dann in 
allen Ebenen z = const., aber nur für rc = und g = 0, d. h. « = 0. 

Geometrisch kann man sich also folgendermassen 
die allgemeinste Geometrie verschaffen, die unsern Axio- 
men Genüge leistet: 

Man construiere um jeden Punct der jer-Axe eine nirgends con- 
cave Fläche und um jeden Punct der y-ar- Ebene in der Ebene 
z = const. eine nirgends concave Curve. Sind diese Flächen resp. 
Curven geschlossen, so ist dadurch wesentlich eine Geometrie be- 
stimmt, in der alle Axiome erfüllt sind, einschliesslich des schwa- 
chen Monodromieaxioms. Sind die construierten Flächen resp. 
Curven je um den betreifenden Punct symmetrisch, so erfüllt die 
entstehende Geometrie ausserdem noch das starke Monodromie- 

axiom. 

Man erhält dann die Geometrie in folgender 

Weise: Schreibt man die Flächen resp. Curven mittels Polar- 

coordinaten in der Form 1 = dcosd^gj so bestimmen die Werte 

von — r (r = tgö") zusammen mit der Differentialgleichung 
dr" 



dr^dydq dr'^dpdz 

vollständig eine Function W == ^^ von y, jbt , jp = tg 'ö' cos «, 
q = tg "O- sin £ , der Art , dass sich gr in die Form bringen lässt : 

1 * 
g = x^/ 8in(^ — r)w?(tgrcos£, tgrsin«, y^ B)dx 

+ ig»6{y, z, B) + a{if, e\ \w^—^^ 

wobei 6 die Differentialgleichung VI § 11 erfüllt , 6 und a beide 
völlig bestimmt sind^). 
Setzen wir jetzt 

und verlangen, dass 

f cos 8sds = und fsmssds = 



snltat auch so aussprechen: Während in der Minkowski'schen Geometrie eine 
endliche Aichfläche durch ihre Radien vectoren die Einheitsstrecken giebt, giebt im 
allgemeinen Falle eine unendlich kleine Aichfl&che durch ihre Kadienvectoren 
die Längenelemente. 

1) Denn für a sind die erforderlichen Anfangswerte durch g mitbestimmt. 
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dß dy 

sein soll, so folgt ans VI, § 11, dass -^ = -^ ist, nnd dass 8 

selber VI, § 11 genügt. 

Denn setzen wir den Wert von 6 in VI ein, so erhalten wir 

dß dy d*s , d*s . ds . ds 

-^ — -zr- + ^ ■, cos B + - ^ sm £ + -r— sin ß — -5— cos 6 = 

de dy dydB dB dz dy de 

oder 

dß äy d 

^ — r 



de dy dB 



ds , ds . 

-T— cos B + ^— sin B 
dy de 



+ 2^— sm« — 2 -5— cos 6 = 0. 
dy de 



Integrieren wir dieses nach b von bis 2«, so erhalten wir 

dß dy 
also -^ = -;r-> falls 6 die Periode 2ä hat, was wir voraussetzen 
de dy' 

wollen. Dass dann auch die Behauptung für s richtig ist, leuch- 
tet ein. 

ß und y sind dann auch einzeln vollständig bestimmt, es ist 

ß = — 16 COS B ds und y = — fö sinsds. 

Wir können jetzt eine Function (i{x,yye) bestimmen, der 
Art dass 

(ÄLo="' (^Lo=^' (^1=0='' 

ist, und zwar noch auf mannigfache Weise. 
Dann stellt 

/ ^^fd^\f^^^(^^'^)^(^S'^^^^f tgrsin«, y-a:tgrcos«, 
e-'XtgtsiaB)dr + 8(i^, e^ b) sind'] + (i{x^y^e^ - n(x^y^e^) 

die Länge der Strecke 12 dar. 

Diese G-eometrie existiert so weit , als die Function g resp. 
w existiert, und als g^,^ und g,^g„—glg nicht negativ werden. In 
gewisser Nähe der Anfangswerte (u = und q = 0) ist aus Stetig- 
keitsrücksichten diese letzte Bedingung sicher erfüllt. 

Die einzige Unbestimmtheit liegt in der Func- 
tion ft, die aber bei Vergleichung zweier Curven her- 
ausfällt, also ganz unwesentlich ist. 
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Fordern wir das starke Monodromieaxiom, so ist 
auch II bestimmt; die Creometrie ist also dann durch 
die Aichflächen resp. Curven völlig gegeben. 



Anhang. 

Das hier behandelte Problem hat , gemessen an dem allge- 
meinen ^Umkehrungsproblem der Variationsrechnung" nicht nur 
die Bedeutung eines Beispiels. Es legt vielmehr wegen der Ein- 
fachheit der Differentialgleichungen den Gedanken nahe, zu ver- 
suchen, die allgemeinen Probleme vermittels Transformation auf 
dasselbe zurückzuführen. 

Transformationen auf Variationsprobleme hat meines Wissens 
zuerst Herr Hirsch*) angewandt und den Satz bewiesen, dass 
bei Puncttransformationen die Lagrange'sche Gleichung sich mit- 
transformiert. 

Es gilt aber der folgende allgemeinere Satz: 

Bei jeder Transformation bleibt das Variationsproblem inva- 
riant, und zwar gehen nicht nur die Lagrange'schen Gleichungen 
in die Lagrange' sehen Gleichungen über, sondern auch die hin- 
reichenden Bedingungen des Eintritts eines Minimums bleiben er- 
füllt. Die einzige Einschränkung für die Transformation ist nur 
die, dass ausser der Substitutionsdeterminante bei dem Problem 
einer gewöhnlichen Differentialgleichung zweiter Ordnung mit 
zwei Variabein noch eine gewisse Determinante 6ten Grades, bei 
dem Problem zweier gewöhnlichen Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung mit 3 Variabein eine ebensolche Determinante lOten 
Grades von Null verschieden sein muss. 

Natürlich können infolge der Transformation Nebenbedin- 
gungen in der Form von Differentialgleichungen auftreten. 

Liegt eine Differentialgleichung mit zwei Variabein vor, so 
gestattet eine Berührungstransformation die Ueberführung des all- 
gemeinen Problems auf das Problem der Kürzesten. Dabei treten 
dann keine Nebenbedingungen auf. 

Liegen zwei Differentialgleichungen mit 3 Variabein vor, so 
giebt es keine Berührungstransformation ausser der erweiterten 



1) Math. Axm. Bd. 50 1. c. 
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Pnncttransformation , wie L i e ^) bewiesen hat. Eine Ptmcttrans- 
formation genügt aber nicht, jedes solches Variationsproblem in 
das Problem der Kürzesten überzuführen. 

Man kann aber dann eine allgemeinere Transformation finden, 
die gestattet, das vorgelegte Problem auf das der Graden zu 
reducieren, ohne dass dabei Nebenbedingungen auftreten (abge- 
sehen von den selbstverständlich vorhandenen Grenzbedingungen). 
Dabei ist vorausgesetzt, dass überhaupt die DiflFerentialgleichungen 
als Lagrange'sche Gleichungen eines Variationsproblems angesehen 
werden dürfen. 

Das Problem, zu entscheiden, ob eine solche „Variations-Trans- 
formation" existiert, und sie zu finden, ist dann identisch mit dem 
Problem, zu den vorgelegten Differentialgleichungen die Existenz 
eines Variationsproblems zu beweisen und dasselbe aufzustellen. 

Ich hofi^e, bei einer andern Gelegenheit auf diese Fragen 
zurückzukommen. 



1) Lie-Scheffers, Berührungstransformationen J, p. 480. 
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